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Aufgabe 1 [10 Punkte]

Losen Sie das Anfangswertproblem
SN0
=2+ [ L2d, oy =1
Yy =2x+, E y(1)

HinweEls: Bestimmen Sie zunéchst eine Differentialgleichung zweiter Ordunung, derer y geniigt.

L6sunG: Durch Einsetzen von x = 1 in die Gleichung erhélt man einen weiteren Anfangswert
(1) = 2. Ableiten der Gleichung liefert dann y”(x) =2 + 2 0. das Anfangswertproblem lésst sich

Iy
also auch in Form einer inhomogenen Euler-DGL mit Anfangswerten ausdriicken,

x%y” - Zy =2x%, y(1)=2, y(1)=1

SCHRITT 1: Lésungsraum der homogenen DGL x%y” — %y =0.

Mit dem Ansatz y(x) = x” erhalt man eingesetzt in die DGL
2 23
x“p(p—1)xP—= - pr =0

und Koeffizientenvergleich liefert p(p — 1) - % = 0 mit den beiden Lésungen p; = % und p, = —%.

3/2

Damit sind v, (x) = x¥? und y,(x) = x~Y/2 zwei linear unabhingige Fundamentallosungen der homo-

genen DGL.
ScHRITT 2: Partikularldsung der inhomogenen DGL x?y” — %y = 2%,

Aufgrund der speziellen Form der Inhomogenitit und da x?, y;, i, linear unabhingig sind, bietet sich
ein Ansatz der Form y,(x) = ax?, @ € R, an. Einsetzen in die DGL liefert

3
20 — Zaxz = 2x?

und damit o = %.

Es folgt also, dass der Losungsraum obiger Euler-DGL gegeben ist durch
8

Z =lin{x®?, x712} + gxz

_ 32 -1/2 | 8,2
bzw. y(x) = ax¥* + bx™* + zx°,a,b € C.
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Aus den Anfangsbedingungen erhélt man

8
y(l):a+b+g:1

3 1. 16
"N=za-zb+—=2
yd)=za-zb+ =
mit der Losung a = —%, b= %.
Insgesamt 16st also
3 3
y(x) = _ZXB/Z + %x‘l/z + gxz

das vorliegende Anfangswertproblem.
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Aufgabe 2 [4+6=10 Punkte]

Betrachtet werde das Anfangswertproblem
y// + y/ + e—ny — e—3x
y(n2)=0 (1)

TU

y(n2)=-3
(a) Esseit = e . Welchem Anfangswertproblem geniigt die durch y(x) = u(e™) definierte Funk-
tion u = u(t)?

(b) Losen Sie das Anfangswertproblem ().

LOSUNG:

(a) Esgilt

y(x)=-u'(e¥)e™
y'(x) = u’ (e e + e u'(e™).

Eingesetzt in die DGL liefert, dass
y//(x) + y'(X) + e—ny(x) — u//(e—x)e—Zx + e—2xu(e—x) — e—3x
bzw. mit f = e
Pu"(t)+Put) = & u"(t)+u(t)=t
mit Anfangswerten y(In %) =u(3) =0O0und y’(ln%) =—zu(3)=-3,alsou'(3) = 1.

(b) Der Losungsraum der linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung fiir u ist gegeben

durch
gh = hn{SIH t, cos t} = lin{eit, e—it}’

denn das charakteristische Polynom der DGL p(A) = A? + 1 besitzt die beiden Nullstellen
Al,Z = ii.

Fiir die inhomogene DGL mache man z.B. den Ansatz u,(t) = at. Dann gilt uy(f) = a, u;(t) = 0
und durch Einsetzen in die DGL liest man o = 1 ab.

Damit ist die allgemeine Losung der DGL
u(t) = asint + fcost +t
und aus den Anfangswerten erhélt man
uz)=a+5=0, w(F=-p+1=1

mit der Losung a = _§> g=0.

Insgesamt folgt u(t) = -7 sint + f und riicksubstituiert

y(x) =u(e™) = —-Zsine™ +e™.
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Aufgabe 3 [10 Punkte]

Finden Sie eine Funktion u € Z"*(IR%) mit

2Dqu(x,y,z) + 3Dyu(x,y,z) + 4Dsu(x,y,z) =0
u(x,y,0) = e**v.

2
LosunG: Die DGL ist dquivalent zu | 3 |- Vo(x, y, z) = 0. Definiert man neue Koordinaten (&, 1, C) via
4
X & 210
y =A T] mit A= 301 7
z C 4 00
also
x=28+7 =1
y=3&+C bzw. n:x—g
= _ 3z
z 45 C =y- T

3
so gilt firr 9(&,n,0) = v| A nJJ = 0(2& + 1, 3E + , 48)
C

D19(&, 1, C) = 2D10(2& + 1,38 + C,48) + 3D,0(2E + 1,38 + C,48) +4D30(28 + 1,38 + C, 48).
Aus der Differentialgleichung fiir v liest man ab
Dlﬁ(él T]/ C) = O

und somit (&, 7, C) = f(1,0) mit f € Z1(IR?) beliebig. Dann gilt aber

v(x,y,z) = f)(g,x—g,y—i—z) =f (x—%,y—%).

Aus den Randbedingungen folgt v(x, y,0) = f(x,y) = e**¥ und damit

x+y—2

o(x,y,z) = f(x—%,y—i—z) =e
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Aufgabe 4 [4+2+4 = 10 Punkte]

(a) Berechnen Sie A € C®¥, sodass

elcost 0 ie'sint
etd = 0 et 0
ielsint 0 efcost

(b) Losen Sie das Anfangswertproblem
_ 1
X(t) = AX(t), %(0)=|1
1
mit der Matrix A aus (a).
. 01 .
(c) SeiB = 2 0 . Berechnen Sie

. 00 (__1)kt2k+1
Sl].’l(tB) = Z W

k=0

2k+1

Driicken Sie das Ergebnis in moglichst geschlossener Form durch elementare Funktionen aus.

LOsSUNG:

(a) Esgilt

d d d
aem = Ae"" und damit A= (Eem) e tA = aefA

t=0

Eingesetzt erhélt man also

el(cost —sint) 0 ief(sint+cost)|[ efcost 0 —ie'sint
A= 0 e' 0 0 et 0
ie'(sint + cost) 0 eé(cost—sint) ||-iefsint 0 e'cost

cos?t—sintcost+sin’t +sintfcost 0 —icostsint+isin®t+icostsint +icos?t
= 0 1 0
isintcost +icos?t—isintcost +isin’t 0 sin’t + costsint + cos? t — cos tsin t

Il
_O
O = O
_ O

(b) Die Losung des Differentialgleichungssystems ist

elcost 0 iefsint|(1 e'(cost +1isint) e+t
?(t) = etAFE(O) = 0 et 0 11 = et — et
ie'sint 0 e'cost||1 e'(cost +1isint) e+t
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(c) Induktiv zeigt man

0

BZk+1 — (2k+1

Fir k = 0 ist die Gleichheit offensichtlich, den

mithilfe von B? =

0\, .
2) leicht nach

o

0

2k

— nk
)

Induktionsschritt k — k + 1 rechnet man

V2

2 O 0 2k O 2k+1
B2(k+1)+1 _ B2k+3 _ B2R2k+1 — (O 2) (2k+1 0) = (2k+2 0 )
Es folgt
. S (—1)kt2k+1 &0 (—1)kt2k+1 0 2k
sin(tB) = ), ———B¥* = ),
,Z;) 2k + 1)1 kzzo 2k + 1)t 270
00 (_1)kt2k+1 k
_ . 32k1 Yo 2k 1!
o0 12+ k41
Zk 0 (2k+1)! 2 0
co (1)K 2k
_ 0 s Ek:O W\E
co  (<1)kg2kH +
2:k:o (2k+1)! \/E 0
1 g (l)kt2k+1 2k+1

~ 0 Zk =0 2kt \/E
- ) ( 1)kt2k+1 2k+1

\/_Ek 0 (@k+1)! \/_ 0

0 — sin(tV2 1

_ 7 sind ‘f)] — —_sin(tV2)B.

V2 sin(tv2)
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