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Aufgabe 1 [10 Punkte]
Lösen Sie das Anfangswertproblem

𝑦′(𝑥) = 2𝑥 + 3
4 􏾙

𝑥

􏷠

𝑦(𝑡)
𝑡􏷡 d𝑡, 𝑦(1) = 1.

Hinweis: Bestimmen Sie zunächst eine Differentialgleichung zweiter Ordunung, derer 𝑦 genügt.

Lösung: Durch Einsetzen von 𝑥 = 1 in die Gleichung erhält man einen weiteren Anfangswert
𝑦′(1) = 2. Ableiten der Gleichung liefert dann 𝑦″(𝑥) = 2+ 􏷢

􏷣
𝑦(𝑥)
𝑥􏷫 ; das Anfangswertproblem lässt sich

also auch in Form einer inhomogenen Euler-DGL mit Anfangswerten ausdrücken,

𝑥􏷡𝑦″ − 3
4𝑦 = 2𝑥􏷡, 𝑦′(1) = 2, 𝑦(1) = 1.

Schritt 1: Lösungsraum der homogenen DGL 𝑥􏷡𝑦″ − 􏷢
􏷣𝑦 = 0.

Mit dem Ansatz 𝑦(𝑥) = 𝑥𝜌 erhält man eingesetzt in die DGL

𝑥􏷡𝜌(𝜌 − 1)𝑥𝜌−􏷡 − 3
4𝑥

𝜌 = 0

und Koeffizientenvergleich liefert 𝜌(𝜌 − 1) − 􏷢
􏷣 = 0 mit den beiden Lösungen 𝜌􏷠 = 􏷢

􏷡 und 𝜌􏷡 =− 􏷠
􏷡 .

Damit sind 𝑦􏷠(𝑥) = 𝑥􏷢/􏷡 und 𝑦􏷡(𝑥) = 𝑥−􏷠/􏷡 zwei linear unabhängige Fundamentallösungen der homo-
genen DGL.

Schritt 2: Partikulärlösung der inhomogenen DGL 𝑥􏷡𝑦″ − 􏷢
􏷣𝑦 = 2𝑥􏷡.

Aufgrund der speziellen Form der Inhomogenität und da 𝑥􏷡, 𝑦􏷠, 𝑦􏷡 linear unabhängig sind, bietet sich
ein Ansatz der Form 𝑦𝑝(𝑥) = 𝛼𝑥􏷡, 𝛼 ∈ ℝ, an. Einsetzen in die DGL liefert

2𝛼􏷡 − 3
4𝛼𝑥

􏷡 = 2𝑥􏷡

und damit 𝛼= 􏷧
􏷤 .

Es folgt also, dass der Lösungsraum obiger Euler-DGL gegeben ist durch

ℒ = lin{𝑥􏷢/􏷡, 𝑥−􏷠/􏷡} + 8
5𝑥

􏷡

bzw. 𝑦(𝑥) = 𝑎𝑥􏷢/􏷡 + 𝑏𝑥−􏷠/􏷡 + 􏷧
􏷤𝑥

􏷡, 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ.
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Aus den Anfangsbedingungen erhält man

𝑦(1) = 𝑎 + 𝑏 + 8
5 = 1

𝑦′(1) = 3
2𝑎 −

1
2𝑏 +

16
5 = 2

mit der Lösung 𝑎 = − 􏷢
􏷣 , 𝑏 =

􏷢
􏷡􏷟 .

Insgesamt löst also

𝑦(𝑥) = −34𝑥
􏷢/􏷡 + 3

20𝑥
−􏷠/􏷡 + 8

5𝑥
􏷡

das vorliegende Anfangswertproblem.

2/6



Aufgabe 2 [4+6=10 Punkte]
Betrachtet werde das Anfangswertproblem

𝑦″ + 𝑦′ + 𝑒−􏷡𝑥𝑦 = 𝑒−􏷢𝑥

𝑦(ln 􏷡
𝜋 ) = 0

𝑦′(ln 􏷡
𝜋 ) = −𝜋

􏷡

(1)

(a) Es sei 𝑡 = 𝑒−𝑥. Welchem Anfangswertproblem genügt die durch 𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑒−𝑥) definierte Funk-
tion 𝑢 = 𝑢(𝑡)?

(b) Lösen Sie das Anfangswertproblem (1).

Lösung:

(a) Es gilt

𝑦′(𝑥) = −𝑢′(𝑒−𝑥)𝑒−𝑥

𝑦″(𝑥) = 𝑢″(𝑒−𝑥)𝑒−􏷡𝑥 + 𝑒−𝑥𝑢′(𝑒−𝑥).

Eingesetzt in die DGL liefert, dass

𝑦″(𝑥) + 𝑦′(𝑥) + 𝑒−􏷡𝑥𝑦(𝑥) = 𝑢″(𝑒−𝑥)𝑒−􏷡𝑥 + 𝑒−􏷡𝑥𝑢(𝑒−𝑥) = 𝑒−􏷢𝑥

bzw. mit 𝑡 = 𝑒−𝑥

𝑡􏷡𝑢″(𝑡) + 𝑡􏷡𝑢(𝑡) = 𝑡􏷢 ⇔ 𝑢″(𝑡) + 𝑢(𝑡) = 𝑡

mit Anfangswerten 𝑦(ln 􏷡
𝜋 ) = 𝑢(𝜋􏷡 ) = 0 und 𝑦′(ln 􏷡

𝜋 ) = −𝜋
􏷡𝑢

′(𝜋􏷡 ) = −𝜋
􏷡 , also 𝑢

′(𝜋􏷡 ) = 1.

(b) Der Lösungsraum der linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung für 𝑢 ist gegeben
durch

ℒℎ = lin{sin 𝑡, cos 𝑡} = lin{𝑒􏸈𝑡, 𝑒−􏸈𝑡},

denn das charakteristische Polynom der DGL 𝑝(𝜆) = 𝜆􏷡 + 1 besitzt die beiden Nullstellen
𝜆􏷠,􏷡 = ±i.
Für die inhomogene DGLmacheman z.B. den Ansatz 𝑢𝑝(𝑡) = 𝛼𝑡. Dann gilt 𝑢′𝑝(𝑡) = 𝛼, 𝑢″𝑝 (𝑡) = 0
und durch Einsetzen in die DGL liest man 𝛼 = 1 ab.
Damit ist die allgemeine Lösung der DGL

𝑢(𝑡) = 𝛼 sin 𝑡 + 𝛽 cos 𝑡 + 𝑡

und aus den Anfangswerten erhält man

𝑢(𝜋􏷡 ) = 𝛼 + 𝜋
􏷡 = 0, 𝑢′(𝜋􏷡 ) = −𝛽 + 1 = 1

mit der Lösung 𝛼=−𝜋
􏷡 , 𝛽 = 0.

Insgesamt folgt 𝑢(𝑡) = −𝜋
􏷡 sin 𝑡 + 𝑡 und rücksubstituiert

𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑒−𝑥) = −𝜋
􏷡 sin 𝑒

−𝑥 + 𝑒−𝑥.
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Aufgabe 3 [10 Punkte]
Finden Sie eine Funktion 𝑢 ∈ 𝒞 􏷠(ℝ􏷢) mit

2𝐷􏷠𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 3𝐷􏷡𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 4𝐷􏷢𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑒𝑥+𝑦.

Lösung: Die DGL ist äquivalent zu
⎛
⎜
⎜
⎝

2
3
4

⎞
⎟
⎟
⎠
⋅∇𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. Definiert man neue Koordinaten (𝜉, 𝜂, 𝜁) via

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧

⎞
⎟
⎟
⎠
= 𝐴

⎛
⎜
⎜
⎝

𝜉
𝜂
𝜁

⎞
⎟
⎟
⎠

mit 𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

2 1 0
3 0 1
4 0 0

⎞
⎟
⎟
⎠
,

also

𝑥 = 2𝜉 + 𝜂
𝑦 = 3𝜉 + 𝜁
𝑧 = 4𝜉

bzw.
𝜉 = 𝑧

􏷣
𝜂 = 𝑥− 𝑧

􏷡
𝜁 = 𝑦− 􏷢𝑧

􏷣

so gilt für 𝑣̃(𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝑣
⎛
⎜
⎜
⎝
𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝜉
𝜂
𝜁

⎞
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎠
= 𝑣(2𝜉 + 𝜂, 3𝜉 + 𝜁, 4𝜉)

𝐷􏷠𝑣̃(𝜉, 𝜂, 𝜁) = 2𝐷􏷠𝑣(2𝜉 + 𝜂, 3𝜉 + 𝜁, 4𝜉) + 3𝐷􏷡𝑣(2𝜉 + 𝜂, 3𝜉 + 𝜁, 4𝜉) + 4𝐷􏷢𝑣(2𝜉 + 𝜂, 3𝜉 + 𝜁, 4𝜉).

Aus der Differentialgleichung für 𝑣 liest man ab

𝐷􏷠𝑣̃(𝜉, 𝜂, 𝜁) = 0

und somit 𝑣̃(𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝑓(𝜂, 𝜁) mit 𝑓 ∈ 𝒞 􏷠(ℝ􏷡) beliebig. Dann gilt aber

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣̃ 􏿴 𝑧􏷣 ,𝑥 −
𝑧
􏷡 ,𝑦 −

􏷢𝑧
􏷣 􏿷 = 𝑓 􏿴𝑥− 𝑧

􏷡 ,𝑦 −
􏷢𝑧
􏷣 􏿷 .

Aus den Randbedingungen folgt 𝑣(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥+𝑦 und damit

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓 􏿴𝑥− 𝑧
􏷡 ,𝑦 −

􏷢𝑧
􏷣 􏿷 = 𝑒𝑥+𝑦−

􏷮𝑧
􏷭 .
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Aufgabe 4 [4+2+4 = 10 Punkte]

(a) Berechnen Sie 𝐴 ∈ ℂ(􏷢,􏷢), sodass

𝑒𝑡𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒𝑡 cos 𝑡 0 i𝑒𝑡 sin 𝑡
0 𝑒𝑡 0

i𝑒𝑡 sin 𝑡 0 𝑒𝑡 cos 𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠
.

(b) Lösen Sie das Anfangswertproblem

̇⃗𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥⃗(𝑡), 𝑥⃗(0) =
⎛
⎜
⎜
⎝

1
1
1

⎞
⎟
⎟
⎠

mit der Matrix 𝐴 aus (a).

(c) Sei 𝐵 = 􏿶
0 1
2 0􏿹. Berechnen Sie

sin(𝑡𝐵) =
∞
􏾜
𝑘=􏷟

(−1)𝑘𝑡􏷡𝑘+􏷠
(2𝑘 + 1)! 𝐵

􏷡𝑘+􏷠.

Drücken Sie das Ergebnis in möglichst geschlossener Form durch elementare Funktionen aus.

Lösung:

(a) Es gilt

d
d𝑡𝑒

𝑡𝐴 = 𝐴𝑒𝑡𝐴 und damit 𝐴 = 􏿶
d
d𝑡𝑒

𝑡𝐴􏿹 𝑒−𝑡𝐴 = d
d𝑡𝑒

𝑡𝐴|
𝑡=􏷟

.

Eingesetzt erhält man also

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒𝑡(cos 𝑡 − sin 𝑡) 0 i𝑒𝑡(sin 𝑡 + cos 𝑡)
0 𝑒𝑡 0

i𝑒𝑡(sin 𝑡 + cos 𝑡) 0 𝑒𝑡(cos 𝑡 − sin 𝑡)

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒−𝑡 cos 𝑡 0 −i𝑒−𝑡 sin 𝑡
0 𝑒−𝑡 0

−i𝑒−𝑡 sin 𝑡 0 𝑒−𝑡 cos 𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

cos􏷡 𝑡 − sin 𝑡 cos 𝑡 + sin􏷡 𝑡 + sin 𝑡 cos 𝑡 0 −i cos 𝑡 sin 𝑡 + i sin􏷡 𝑡 + i cos 𝑡 sin 𝑡 + i cos􏷡 𝑡
0 1 0

i sin 𝑡 cos 𝑡 + i cos􏷡 𝑡 − i sin 𝑡 cos 𝑡 + i sin􏷡 𝑡 0 sin􏷡 𝑡 + cos 𝑡 sin 𝑡 + cos􏷡 𝑡 − cos 𝑡 sin 𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

1 0 i
0 1 0
i 0 1

⎞
⎟
⎟
⎠
.

(b) Die Lösung des Differentialgleichungssystems ist

𝑥⃗(𝑡) = 𝑒𝑡𝐴𝑥⃗(0) =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒𝑡 cos 𝑡 0 i𝑒𝑡 sin 𝑡
0 𝑒𝑡 0

i𝑒𝑡 sin 𝑡 0 𝑒𝑡 cos 𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

1
1
1

⎞
⎟
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒𝑡(cos 𝑡 + i sin 𝑡)
𝑒𝑡

𝑒𝑡(cos 𝑡 + i sin 𝑡)

⎞
⎟
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑒(􏷠+􏸈)𝑡
𝑒𝑡

𝑒(􏷠+􏸈)𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠
.
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(c) Induktiv zeigt man

𝐵􏷡𝑘+􏷠 = 􏿶
0 2𝑘

2𝑘+􏷠 0 􏿹 = 2𝑘𝐵.

Für 𝑘 = 0 ist die Gleichheit offensichtlich, den Induktionsschritt 𝑘 → 𝑘 + 1 rechnet man

mithilfe von 𝐵􏷡 = 􏿶
2 0
0 2􏿹 leicht nach

𝐵􏷡(𝑘+􏷠)+􏷠 = 𝐵􏷡𝑘+􏷢 = 𝐵􏷡𝐵􏷡𝑘+􏷠 = 􏿶
2 0
0 2􏿹 􏿶

0 2𝑘
2𝑘+􏷠 0 􏿹 = 􏿶

0 2𝑘+􏷠
2𝑘+􏷡 0 􏿹 .

Es folgt

sin(𝑡𝐵) =
∞
􏾜
𝑘=􏷟

(−1)𝑘𝑡􏷡𝑘+􏷠
(2𝑘 + 1)! 𝐵

􏷡𝑘+􏷠 =
∞
􏾜
𝑘=􏷟

(−1)𝑘𝑡􏷡𝑘+􏷠
(2𝑘 + 1)! 􏿶

0 2𝑘
2𝑘+􏷠 0 􏿹

=
⎛
⎜
⎜
⎝

0 ∑∞
𝑘=􏷟

(−􏷠)𝑘𝑡􏷫𝑘+􏷪
(􏷡𝑘+􏷠)! 2

𝑘

∑∞
𝑘=􏷟

(−􏷠)𝑘𝑡􏷫𝑘+􏷪
(􏷡𝑘+􏷠)! 2

𝑘+􏷠 0

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

0 ∑∞
𝑘=􏷟

(−􏷠)𝑘𝑡􏷫𝑘+􏷪
(􏷡𝑘+􏷠)! √2

􏷡𝑘

∑∞
𝑘=􏷟

(−􏷠)𝑘𝑡􏷫𝑘+􏷪
(􏷡𝑘+􏷠)! √2

􏷡𝑘+􏷡
0

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

0 􏷠
√􏷡

∑∞
𝑘=􏷟

(−􏷠)𝑘𝑡􏷫𝑘+􏷪
(􏷡𝑘+􏷠)! √2

􏷡𝑘+􏷠

√2∑∞
𝑘=􏷟

(−􏷠)𝑘𝑡􏷫𝑘+􏷪
(􏷡𝑘+􏷠)! √2

􏷡𝑘+􏷠
0

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎝

0 􏷠
√􏷡

sin(𝑡√2)

√2 sin(𝑡√2) 0
⎞
⎟
⎠
= 1
√2

sin(𝑡√2)𝐵.
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