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HousERE MATHEMATIK [II FOR DIE FACHRICHTUNG PHYSIK

LOSUNGSVORSCHLAGE ZUR BACHELOR-MODULPRUFUNG

AurGase 1 (5+5=10 PunkTE)
a) Losen Sie das Anfangswertproblem

v +xy'+y=0,
y(0)=0,
v'(0)=1,

mit einem Potenzreihenansatz.

b) Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

v —y =e* +cos(x)

an.
Hinweis: Bs gilt A3 —1=(A-1)(A2+ A +1) fiir alle A € C.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Wir machen den Ansatz (Entwicklungspunkt xy = 0)

y(x) = Zanx" fir (a,), € C.

n=0
Wegen
(0)=ag=0 und
y'(0)=a; =1
folgt

—_



Wir setzen ein:

(o] (o] o0
Zn(n —1)a,x" %+ Znanx” + Zanx” =0
n=2 n=1 n=0
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Damit ist
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Da ay = 0 folgt hieraus a; = a4 = ... = ap; = 0 Vk € IN,. Fiir ungerade n erhalten wir
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Damit erhalten wir als Losung
0o k 1
_ _1\k 2k+1
y(x)—;( 1) [l:olml]x -

b) Wir machden den Ansatz y(x) = e**, A € C. Fiir die zugehérige homogene DGL folgt nun

d.h. wir erhalten das charakteristische Polynom

pM) =3 -1=A-1)(A2+1+1)
oesfif ()

Damit erhalten wir die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen DGL:

3 3
Yhom(X) = cre* + Cze_%x Sin(TX) + C3e_%x cos (gx)



Fir die partikuldre Losung machen wir einen Ansatz vom Typ der rechten Seite:

Einsetzen liefert

" +(=b—c)cos(x) + (b —c)sin(x) = e* + cos(x)

Yp (x) = yp(x) = 3ae

Koeffizienten- 1
= a=—-, -b-c=1, b-c=0
vergleich 3
1 1 1
dh. a=-=-, b=——, c=—=
3 2 2

Die allgemeine Losung der DGL lautet also

1 1 3 3
y(x) = gxex b cos(x) — 5 sin(x) + cre* + c2e’%x sin(Tx) + c3e5xcos(7x).

AUFGABE 2 (5+5=10 PUNKTE)
a) Losen Sie das Anfangswertproblem

b) Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

xp” = (1+2x)y"+(1+x)y =0

an. Finden Sie im Anschluss die Losung mit den Anfangswerten y(1) =0, p’(1) = 2e.
Hinweis: Eine erste Losung ist durch die Funktion y; (x) = e* gegeben.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Hierbei handelt es sich um eine Bernoulli-DGL (mit a = 3).

Wir substituieren

Einsetzen liefert die inhomogene DGL. 1. Ordnung

1 e~
(x)=-2.= 2
Z'(x) xz(x) + e



Fir die zugehorigen homogene Gleichung erhalten wir
* 2
Zhom(X) = C- exp(J —;dy) =c-exp(-2In(x)) = cx?

Mit der Wahl z,(x) = ¢(x) - x~2 folgt durch Einsetzen:

X

= ¢ (x)x72 = 2¢(x)x 3 = —=2¢(x)x > + %

& c’(x) = xe*
X X

= c(x) = f yeldy = —f e/dy + [ye’ ]} = xe* — e
0 0
1 1

= zp(x) = ;ex - Fex

= z(x):(l—i)ex+cxi

Rucksubstitution ergibt:

Mit y(1) = \/LE =3 folgtc= % und damit

y(x) = . - >
\/(%_%)eué% Vo(x—1)ex +1

X

b) Esist y;(x) = e* eine Losung dieser Gleichung, denn
xe* —(1+2x)e*+(1+x)e*=0
Wir machen nun den Ansatz y(x) = v(x)y;(x) (Reduktionsverfahren von d’Alembert)

’ ’ Vi
Y =v'y +vy;

V2 V4 1 A
Y =v"y +vy) + 20y

Also folgt

xy” = (1+2x)y" + (1 +x)y = xv”e* + 2xv'e* + xve* — (1 + 2x)v’e* — (1 + 2x)ve* + (1 + x)ve”
=xv"e*-v'e* =0

o xv'-v' =0

Fir u = v’ folgt



Die allgemeine Losung lautet also

v(x) = c1x%e* + cpe”

*

Mit y(1) = cye + cpe = 0 ergibt sich ¢; = —c,(*) und mit (1) = 2cje + c1e + c,e = 3cie + cpe (:)
2cie=2efolgtc; =1und ¢, =-1,also

p(x) = x%e* —e*
AUFGABE 3 (7+3=10 PuNKTE)
Gegeben sei die Matrix
0 1 0 O
-3 0 3 0
A= 0 0 0 1
1 0 -1 0

mit dem charakteristischen Polynom p, (1) = A* + 41 fiir alle A € C.
a) Geben Sie ein reelles Fundamentalsystem des Systems
y' =AYy
an.

b) Uberfiihren Sie das Differentialgleichungssystem

in das System aus a) und finden Sie so dessen allgemeine reelle Losung.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Das charakteristische Polynom liefert die Eigenwerte Ay = 0, A, = 2i und A3 = -2i. Wir
berechnen die zugehorigen Eigenraume:

0 1 0 0 1 0 -1 0 1
-3 0 3 0 01 0 O . 110
EA(0) = Kern(A) = Kern 0 0 0 1 = Kern 00 0 0 =lin )
1 0 -1 0 0 0 0 1 0
2i -1 0 O 1 0 -1 -2
. . 3 2 -3 0 0 2i 0 6
EA(2i) = Kern(2il — A) = Kern 0 0 2 -1 = Kern 0 -1 21 -4
-1 0 1 2 0 0 2i -1
1 0 -1 -2i 1 0 -1 -2i 1 00 -3 -3i
0 1 -2i 01 -2i 4 010 3 . 6
=Kern 0 0 -4 —2i = Kern 00 1 %i = Kern 00 1 %i =lin :
0 0 2i -1 00 0 000 O -2




3i
EA(—2i) = Kern(-2il — A) =lin 6. (1)

-2

Da der Eigenraum zu A; = 0 eindimensional ist, ergdnzen wir den Basisvektor aus dem
Eigenraum mit Hauptvektoren. Dafiir bestimmen wir

0 1 0 0O 1 0 O -3 0 3 0
-3 0 3 0|[-3 0 3 0O 0 -3 0 3
2y _ _

Kern(A°) = Kern o 0o o 1llo o o 1—Kern 1 0 -1 o
1 0 -1 0J)Il1 0 -1 O 0 1 0 -1

1 0 -1 O 1) (0

01 0 -1 . 1101 |1

=Kern 00 0 0 =lin 1o

0 0 0 0 0) 1

0
Damit erhalten wir den Hauptvektor (1) . Das Fundamentalsystem ist daher gegeben durch
1

1
0
0
0 0 0 1 t
1 1 1 0 1
P20 = oA o= o[ TH|1| 7|+
1 1 1 0 1
-3i 3sin(2t) — 3icos(2t)
- . 2it] 6 | _| 6cos(2t)+ 6isin(2t)
Ps(t) =e i || —sin(2t)+icos(2t)
-2 —2cos(2t) — 2isin(2t)
P4(t) = @3(t)
3sin(2t) —3cos(2t)
6 cos(2t) _ | 6sin(2t)
= ¢s(t) = —sin(2t) Palt) = cos(2t)
—2cos(2t) —2sin(2t)

Die allgemeine Losung lautet also

Y(t) = crp1(t) + caa(t) + c33(t) + ca@al(t).



b) Setze y; =v, v, =v’, y3 = w und y4 = w’. Damit folgt

v’ 2 0 1 0 0)\(n
, v |-3vi+3vs| [-3 0 3 0]|v:
YZlw |7 v [T]o 0 o 1|y

w” V1-Y3 L0 -1 0)\y,

Mit der Losung von a) folgt fir (v, w) = (y1,v3)

v(t) = ¢1 + cot + 3c38in(2t) — 3¢y cos(2t) und
w(t) = cq + cpt —c3sin(2t) + c4 cos(2t).

AUFGABE 4 (8+2=10 PUNKTE)
a) Geben Sie alle Funktionen u : [0,27t] X R — R mit

Usp = Uyy, x€(0,2m),t € R,
an, die die Form u(x, t) = v(x)w(t) besitzen und die
u(0,t) = u(2m, t), Uy (0,1) = u, (27, t),
fur alle t € R erfullen.
b) Finden Sie nun die eindeutige Funktion u, die zusatzlich

u(x,0) = us(x,0) = cos(x — %)

fur alle x € [0, 27t] erfullt.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Die Nullfunktion ist offensichtlich eine Lésung. Sei nun u = 0. Wir machen den Produktansatz

u(x,t)=v(x)w(t) mit v,w=0
" (x)w(t)

<
=
I
<




1.Fall:c>0

= v(x):aleﬁx+a e Ve
w(t):ﬁle\ﬁt+[52e Vet
2.Fall:c=0
= v(x)=a;+axx
w(t) = p1+ Pat
3.Fall:c<

0
= v(x)= alcos(\/Hx)+azsin( |c|x)
t) = ﬂlcos(\/Et)+ﬁzsin(\/Ht)

Nun gilt weiter

u(0,t) = u(2m, t) © v(0)w(t) = v(2m)w(t)

w=0

< v(0)=v(27)
1, (0,t) = u, (21, t) © v'(0) = v'(27m)

1.Fall:c>0
= v0)=v2n)e a;+ar=a; eV 4 g, e_\D”

v'(0) =v'(21) & Vea; - Vea, = Vea, eV —\eae Ve

ale‘fzn are —Vean

ap—az =
= ap = ale‘fzn
c>0
= a;=0 , Analog: a;,=0

= v=0= Widerspruch
2.Fall:c=0

= v(0)=a; =a; +2na, =v(2mn)

= Oy = 0
= v ist konstant

=u(x,t)=pr+pat ,P1,f2€R
3.Fall:c<0

= v(O) =v2n)o a; = o cos( |c|27() +ay sin( |c|2n)
') e ay =a, cos( |c|27z) -y sin( |c|2n)

{a1 cos \/_2n) )+azsm(\/|T2n)_
—ap sin \/|72n)+a2(cos(\/|72n) ) 0
cos 27(\/_ sm(27(\/_

[—sm 271\/_ cos(2n\/_ ]( ) ( )

c2



Aus der Vorlesung ist bekannt, dass dieses LGS nur dann nicht-triviale Losungen hat, wenn die
Determinante der Matrix 0 ist, also

(cos(Zn |c|)—1)2+sin2(2n\/H)=0
= sin(2n |c|) =0 , cos(27z\/H) =1
o an/ﬂ =2tk o c=-k*

Alle moglichen Losungen sind also uy(x,t) = C; + C,t sowie

ur(x,t) = vi(x)wi(t) = C; cos(kx) cos(kt) + C, sin(kx)sin(kt)
+ Czcos(kx)sin(kt) + Cysin(kx)cos(kt) , keIN.

Es gilt
cos(x — %) = cos(x)cos(—%)—sin(x)sin(—%)
=2 __\2
2 2
2 .
=5 (cos(x) + sin(x)).

Fur die allgemeinen Losungen gilt (wir bemerken, dass u( konstant in x ist und deshalb nicht
in Frage kommt)

up(x,0) = Cq cos(kx) + Cygsin(kx)
ug ¢(x,0) = Cskcos(kx) + Crksin(kx)

Damit gilt die Forderung fir k=1, C; =C, =C3=Cy = ‘/75 und die Losung lautet

u(x,t)= \/75 (sin(kx) + cos(kx)) (sin(kt) + cos(kt)).



