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Aufgabe 1 (5+5=10 Punkte):
(i) Bestimmen Sie eine Losung des Anfangswertproblems

cos
y —cosx y + 2:6 =0, y(m)=0.
Yy

(ii) Bestimmen Sie eine Losung des Anfangswertproblems

2z 2 ot 43224+ 1
/ 2 2 2 _ — —
y + <x2+ 1 — 4 (z* + 1)> y+2z(x®+1)e” y* = —2939327“6 0 y(0)=2.
Hinweis: e~*" ist eine Losung der Differentialgleichung.
Losung:
(i) Es handelt sich um eine Bernoulli’sche Differentialgleichung mit v = —2, g(x) = —cosz und h(z) =

cos . Multiplizieren der Gleichung mit 3y? fiihrt auf die Differentialgleichung
2 =3cosx z—3cosx (1)

fir z := 3. Die Losung der homogenen Gleichung lautet
zp(x) = cexp (/3cosx da:> = 35T (¢ €R).

Variation der Konstanten liefert die spezielle Losung z,(z) = 1 und somit ist z(z) = 1 + ce?sn®
(c € R) die allgemeine Lésung von (). Riicktransformation liefert schliefilich die allgemeine Losung

y(z) = ¥ 2(x) = V1 +ce3sinz (¢ eR).

Anpassen der Konstanten ¢ an die Anfangsbedingung ergibt ¢ = —1, also ist

y(l‘) _ 13/1 — e3sinz

die gesuchte Losung des Anfangswertproblems.

(ii) Es handelt sich um eine Riccati’sche Differentialgleichung mit g(z) = wgil —dx(z? + 1), h(z) =
2¢(2% + 1)e” und k(z) = —233”415’7?1“6*12. Der Ansatz u =y — e~®" fiihrt auf die folgende Diffe-

rentialgleichung fiir u, bzw z :=u
2 2
o+ ﬁu + 2x(2% + 1)€I2’LL2 =0 bzw. 2= T—T—lz + 2x(2% + 1)e$2.
Die allgemeine Losung lautet somit
1 1

u(w) = z(x) - (c+er®)(z2 +1) (ceR)

und die Losung der gegeben Differentialgleichung ist

.2 1
(e (22 +1)
1

+e " (ceR).




Einsetzen des Anfangswertes ergibt schliellich ¢ = 0, also lautet die gesuchte Losung des Anfangs-

wertproblems
1

2
————t+e° e R).
612(1?2—{—1) € (x )

y(z) =
Aufgabe 2 (6+4=10 Punkte):
(i) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

(@esm + QSiny) dx + zcosy dy = 0
x

nicht exakt ist. Bestimmen Sie weiter einen integrierenden Faktor der Form p = p(z) und berechnen
Sie die allgemeine Losung in impliziter Form.

(ii) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y" — 3y + 2y = 126",

Hinweis: —2 ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der homogenen Gleichung.
Losung:

(i) Setze P(z,y) := ©3LeSn* 4 2siny und Q(z,y) = x cosy fiir (z,y) € R Dann gilt Py(z,y) = 2cosy #
cosy = Qz(x,y) fiir (z,y) € R?, also ist die Differentialgleichung nicht exakt. Der Ansatz

COS T

Pla.y) = p(@)Pla,y) = pla) (=2 4 2siny)

Q(z,y) = u(@)Q(z,y) = p(z)z cosy ((z,y) € R?)

liefert fiir (z,y) € R?

Py(x,y) = p(z)2cosy +0,
Qu(w,y) = i (w)w cosy + (x) cosy.
Gleichsetzen ergibt
p(z)zcosy = p(x)cosy & ap'(z) = p(x),
also p(z) = x. Damit ist die Differentialgleichung

(cos zeS™T 4 21 sin y) dr + 2 cosy dy = 0

dquivalent zur gegebenen und zudem exakt. Weiter berechnet man zum Vektorfeld (]3 , Q) eine Stamm-
funktion F mit F(z,y) = "% 4+ 22siny ((x,y) € R?). Also ist die allgemeine Losung in impliziter
Form gegeben durch .

c=F(z,y) = e 4+ 2%sin(y(z)) (c € R).

(ii) Das charakteristische Polynom lautet p(A) = A3 — 3\ +2 = (A — 1)2(\ + 2). Damit ist

2x

yn(x) = c1e” + cowe” + cze” (c1,c2,c3 € R)

die allgemeine Losung der homogenen Gleichung. Der Ansatz y,(z) = az®e® mit a € R fiihrt auf die
spezielle Losung y,(x) = 22%e®. Damit ist die allgemeine Lésung gegeben durch

2x

y(z) = 22%€” + c1e” + coze” + e3¢ (z € R, ey, c,c3 € R).



Aufgabe 3 (4+6=10 Punkte):

(i) Berechnen Sie ein Fundamentalsystem fiir

und bestimmen Sie die Wronski-Determinante dieses Fundamentalsystems.

(ii) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

-1 3 2

vy=10 -1 0|y w50=10

0 3 2 1
—_———

Losung:

(i) Das charakteristische Polynom von A lautet p(A) = A2 —4X +5= (A — (2 +4))(A — (2 — 1)). Weiter

gilt
1—14
E’2+i:span{( . )}

(Beachte: Ey_; wird nicht bendtigt). Damit erhdlt man das Fundamentalsystem

. 1—34 1—3 .
yi1(z) = Re(e(2+z)w < : Z)) — 2 Re([cos & + i sin 2] ( 1 2)) _ (cos:x +smx> 7

COS T
1 S T

Die Wronski-Determinante ist also gegeben durch

w(z) = e ([cosz + sinz] sinz — [sinz — cos z] cos ) = %,

(i) Das charakteristische Polynom von A lautet p(\) = (1+A)%(2—\), d.h. A besitzt die Eigenwerte —1
und 2 mit den Eigenrdumen

1 0 1
E = Span{ 0l,] 1 } und Ey = span{ 0 }
0 -1 1

Damit erhélt man das Fundamentalsystem

0
yg(l‘) =e ” 1 y
-1
1
y3($) = 6236 0
1



Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist daher durch

y(x) = c1y1(w) + caya(z) + c3ys(x)  (c1,c2,c3 €R)

gegeben. Einsetzen in die Anfangsbedingungen ergibt ¢; = 1, co = 0 und ¢3 = 1, also

e % e2:p e~ + e2:p
yz) = o |+ o0 |= 0 (z €R).
62z 62x

Aufgabe 4 (6+4=10 Punkte):

(i) Berechnen Sie eine Losung des Problems

{ut(a:,t) +ug(2,t) + (2 — cosz)u(z, t) =0 (z€R, t>0),
u(z,1) = % (z € R)

mit Hilfe eines Separationsansatzes.

(ii) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

{ut(x,t) — 2uy(z,t) = (z — 20)e™  ((z,t) € R),
u(z,0) = log(coshz) (x € R).

Loésung:

(i) Der Separationsansatz u(x,t) = v(z)g(t) (z € R, ¢t > 0) liefert

1 g . _ (@)

v(z)g'(t) + o' (x)g(t) + <t — COSJU) v(z)g(t) =0< = — + cosx = const =: A € R.

v(x)

Damit ergeben sich die Differentialgleichungen

gt) = - 1)g(t)
v'(x) = (cosx — N)v(x)

Man erhélt also die Losungen

g(t) = ¢ exp (/ (/\ — 1) dt) = cl%e”

v(x) = cogexp </(cosx — A)dac) — epetineAT,

Einsetzen in die Anfangsbedingung ergibt cjc; = 1 und A = 0 und somit

und

u(z,t) = v(z)g(t) = L% ((z € R, t > 0)).

(i) Es handelt sich um eine Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten, d.h. g(z,t) = (z — 2t)e*!,
f(x) =log(coshz) und a = —2. Die Losung ist somit gegeben durch

t
u(z,t) = f(x —at) + / g(x —a(t —s),s) ds
0
:(x+2t_4s)e(a:+2t)sf2s2
t
= log(cosh(z + 2t)) + [e(’”+2t)8—282} .

= log(cosh(z + 2t)) + " —1 ((x,t) € R?).



