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Aufgabe 1 (12 + 8 = 20 Punkte)

(a) Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem

%y 4 3zy’ — 15y = 0,

y(1) =0,
y'(1) = é

Bestimmen Sie den Typ und die allgemeine Losung der obigen Differentialgleichung auf (0,00) und geben Sie
anschlielend die Losung des zugehorigen Anfangswertproblemes an.

(b) Machen Sie einen Potenzreihenansatz y(x) = Y ¢,z™ mit Koeffizienten (c,) C R fiir das Anfangswertproblem

neN
n=0 0

y' —2xy —2y =0,
y(0) =1,
y'(0) = 0.

Vereinfachen Sie ihre Losung.

Loésung von Aufgabe 1

Typ der Differentialgleichung: Es handelt sich hierbei um eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ord-
nung mit variablen Koeffizienten, genauer ist es von der Form her eine homogene Eulersche Differentialgleichung.
Schritt 0. Substitution zur Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten: Wir substituieren z = e! und
v(t) =y (e'), so gilt fur die Ableitungen:

’Uu(t) — ety/ (et) —I—thy// (et) _ v'(t) —i—thyN (et)

fiir alle t € R. So erhalten wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung:

0=e*y" (e') + 3e'y’ (e') — 15y (')
= (V"' (t) — V() + 30’ () — 150(t)
="(t) + 20'(t) — 150(t).

Nun haben wir eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten erhalten.
Schritt 1. Charakteristisches Polynom aufstellen und Nullstellen bestimmen: Fir das Charakteristische
Polynom gilt:
pPA) =X 422 —15=(A+5)(A—3),
da wir nach der Mitternachtsformel haben:
—24 /22— 4-1-(-15) —2:|:\/4+60_—2j:\/§_—2:|:8

Ao = _
1.2 2.1 2 2 2

dh. Ay =-1—-4=-5und \y=-1+4=3.

=144,



Es handelt sich jeweils um zwei einfache Nullstellen.
Schritt 2. Allgemeine Losung v: Da es sich um einfache Nullstellen handelt, haben wir als Losung v:

v(t) = va(t) = Cre™ + Cae™

fiir alle t € R mit Konstanten Cy,Cs € R. )
Schritt 3. Riicksubstitution/ Allgemeine Losung y: Uber t = log(x) erhalten wir

1
y(sr:) =0 (log(a:)) = 0167510g(x) + 0263 log(z) = OIE + 02333

fir alle « € (0, 00) mit Konstanten Cy,Cy € R.
Schritt 4. Spezielle Losung/ Anfangswertproblem: Die Losung y hat die Ableitung;:

1 2
y(z) = —56’15 + 3Csx

fir alle z € (0,00). Die beiden Anfangsbedingungen liefern nun

0= y(].) = Cl +02,
1
i y' (1) = =5C + 3C,.
Aus der ersten lesen wir nun ab, dass Co = —C sein muss, dies ergibt nun
1 1
- = —501 +302 = —501 — 301 = —801 = Cl = ——.
8 64
Also ist )
Co=-C1=—.
2 1= 61
Die Losung fiir das Anfangswertproblem lautet somit
_ 1 L s _ 1,3 -5
Vo) = o et T )
fiir alle z € (0, 00). O

(b) Es handelt sich hierbei um eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit variablen Koeffizien-

o0
ten. Wir machen hier den Potenzreihenansatz y(z) = . c,2" mit Koeffizienten (c,), .y € R, so haben wir fiir die
n=0

Ableitungen:

oo

y'(z) = Z nepx™ L,
n=1
oo

y"'(z) = Z n(n —1)c,z™ 2,

n=2

Schritt 1. Mindest-Konvergenzbereich bestimmen: Alle Koeffizienten sind selber Potenzreihen/ Polynome und
haben daher Konvergenzradius unendlich, also wird unsere Losung laut Vorlesung auch auf ganz R durch eine Potenzreihe
gegeben sein.

Schritt 2. Ansatz einsetzen: Es gilt dann:

0=1y"(x) - 2xy' (z) — 2y(z) = Z n(n —1)cpz™ % — 22 Z nepx™ =2 Z cnz”
n=2 n=1 n=0

M

(n+2)(n+ 1)cpp0a™ — Z 2ne, " — Z 2¢c,x"

3
I
=
3
I
=
3
I
=3

M

[(n+2)(n+ 1Depz™ — 2nepz™ — 22"

3
Il
=)

M

[(n+2)(n+ 1)cpp2 — 2ne, — 2¢,] 2"

“

3
I

=)

M

[(n+2)(n+ Depra —2(n+ 1)ey] 2"

Q
3
I

o



fir alle x € R.
Schritt 3. Koeffizientenvergleich: Per Koeffizientenvergleich (linke und rechte Seite) muss fiir alle n € Ny gelten:

(n+2)(n+1)cpy2 —2(n+1)e, =0
< (n+2)(n+ Deprz =2(n+ ey,
2
Cn.-
n+2

& Cp42 =

Schritt 4. Anfangsbedingungen: Die Anfangsbedingungen ergeben:

1 =y(0) = ¢,
0=9'(0)=c1
Dies liefert nun wegen der Vorschrift ¢;, 1o = n%chn:
cr=c=cs=cCcr=cC=ci1=c3=ci5=...=0,
und
1 1 1 1
co=1, =1, c4==,c6==, cg=—, ....
0 ,; €2 , C4 27 6 67 8 247

Also allgemeiner:

1
con+1 = 0 und cop, = ] fur alle n € Ny.

Also erhalten wir so als Losung

oo oo 1
y@) = cnx" =y "
n=0 n=0

fiir alle z € R.
Bemerkung: Die Darstellungen fiir die Koeffizienten lassen sich einfach per vollstandiger Induktion beweisen.
Induktionsanfang (I.A.) (n = 0): Es gilt laut den Anfangsbedingungen:

1 1
Cz-ozcozlzizaa
C2.041 = Co+1 = C1 = 0.

Induktionsvoraussetzung (I.V.): Sei n € Ny fest, aber beliebig und fiir dieses n gelte
Con = — und copy1 = 0.
n!

Induktionsschluss (1.S.): Es gilt nach der Induktionsvoraussetzung:

2 2 1 1 1
C = Con = Cop = = - ?
Andl) = B2 T o 1 0" 2(n+1) n!' (n+1)-n!  (n+1)!
2 2
Co(nt1)+1 = Cont241 = Cntl)t2 = 5o Cntl T 5T 0=0.



Aufgabe 2 (4 + 7 + 9 = 20 Punkte)

Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem

—2xydx + (33@2 — y2) dy =0, z(1) =1.

(a) Zeigen Sie, dass die obige Differentialgleichung nicht exakt ist.
(b) Finden Sie einen Eulerschen Multiplikator n = n(y), der nur von y abhéngig ist.

(c) Bestimmen Sie explizit die Losung x = x(y) des obigen Anfangswertproblems. Geben Sie auch das maximale
Existenzintervall dazu an.

Loésung von Aufgabe 2

(a) Wir setzen
P(z,y) = —2zy und Q(z,y) = 3z° — y”

so sind die Funktionen P und Q auf ganz R? stetig differenzierbar. Damit hat die Differentialgleichung die Form
P(z,y)dz + Q(z, y)dy = 0.
Nicht-Exaktheit: Fiir die jeweiligen partiellen Ableitungen gilt:

0y P(z,y) = 2z,
0:Q(z,y) = 6z

fiir alle Paare (x,y) € R%. Damit gilt:
22 = 0yP(z,y) = 0,Q(z,y) =6z & 2=0 < (z,y) € {(0,y): y e R} ={0} xR.

Damit stimmen diese beiden partiellen Ableitungen auf keiner nicht-leeren offenen Menge des R? {iberein und die Differ-
entialgleichung ist damit nicht exakt.

(b) Eulerschen Multiplikator bestimmen: Laut Aufgabenstellung wissen wir, dass es einen Eulerscher Multiplikator
1 gibt, der nur von der Variable y ab abhangt. Setzen wir nun

(y)P(z,y) = —2zyn(y),
(1Q(z,y) = (22" — y*) n(y)

fiir alle (z,y) € R%. Durch Multiplizieren der Differentialgleichung mit 7 erhalten wir die neue Form

n
n

() Pla,y)dz + Q(z,y)dy = 0.
Wir bestimmen erneut die partiellen Ableitungen

0, P(x,y) = —2wn(y) — 2yn’(y),

9 Q(z,y) = 6xn(y)

fiir alle (z,y) € R2. Soll nun die mit n multiplizierte Differentialgleichung exakt sein, so muss

fiir alle (z,y) € R? sein, dies liefert uns
—2xn(y) — 2zyn'(y) = 8yﬁ(:v,y) = &@(m,y) = 6xn(y) fiir alle (z,y) € R?

& —2zyn/(y) = 8an(y) fiir alle (z,y) € R

—%n(y)-

< n'(y)

Dies ist eine lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung, laut der Trennung der Variablen erhalten wir somit:

1 4
g al) = [ Ldn= [ ~du+ € = —dlog(y) +C

—4log +C _ C -4 _ C, -4
BIWD+C — oC |y ™4 — ¢

< In(y) =e y



fiir alle C € R. O.B.d.A. wéhlen wir C' = 0. Ein moglicher/ gesuchter Eulerscher Multiplikator ist
n(y) = "y~ =y~ fiir alle y € R\{0}.

(c) Stammfunktion F bestimmen: Da die Differentialgleichung (*) nun exakt ist auf R?\ (R x {0}), existiert eine
stetig differenzierbare Funktion F': R?\ (R x {0}) — R mit

vre = (500)

—

fiir alle (z,y) € R?\ (R x {0}). Dies impliziert nun
mez/@fwwm=/ﬁmwm

= / —2zyy tdx

|

|

|
4
Q
I

fiir alle (z,y) € R\ (R x {0}) mit einer stetig differenzierbaren Funktion C': R\{0} — R. Andererseits muss nun gelten

2 2
S 5 = (3 =)y = Qey) = 0,Fa) = S + Oy fir alle () € B3\ (R x {0)
& )=
< Cly) :/f%dy:lJrC
Y Yy
fiir eine Konstante C' € R. O.B.d.A. wahlen wir C' = 0. So lautet die Funktion F"
22 1
F(z,y) = F + " fiir (z,y) € R%\ (R x {0}).
Weiter ist
HLD:—E+1=—HJ:0
131

Anfangswertproblem l6sen: Laut Vorlesung ist nun jede Losung x: I — R des Anfangswertproblems, wobeil € I C R

ein Intervall ist, gegeben durch

.732

1 ..
_E_F;:F(q;’y):F(l’l):OfU.I‘aHGQEI

Nach z auflésen: Wir konnen die obere Gleichung eindeutig nach = auflésen:

— 4+ -=0
vy
(:)9:2_1

vy
3
o=t
Yy

& T2 = 4/ y2 =4+ |y‘

fiir alle y € I.
Wegen z(1) = 1 > 0 lautet die gesuchte Losung x:

x(y) = |y| fir alley € 1.

Maximales Existenzintervall: Sei nun I,,,, das maximale Existenzintervall, insbesondere ist 1 € I,,.. Das maximale
Existenzintervall ergibt sich, indem wir untersuchen, wann die Funktion x reell und differenzierbar ist, d.h.

lyl = z(y) e R
& yeR.

Weiter ist die Betragsfunktion im Ursprung nicht differenzierbar und wegen 1 > 0 folgt nun fiir das maximale Existenz-

intervall
Imax = (0,00) .



Aufgabe 3 (10 + 2 + 8 = 20 Punkte)

Gegeben seien

4 00 8 -2
A={3 2 1], b=[1],9=]10
-3 0 1 1 —6

(a) Bestimmen Sie die Matrixexponentialfunktion e*4 fiir t € R.

(b) Geben Sie die allgemeine Lésung zur Differentialgleichung
y' = Ay
an.

(c) Machen Sie einen geeigneten partikularen Ansatz und bestimmen Sie so die Losung des Anfangswertproblemes

y' = Ay +b, y(0) = yo.

Loésung von Aufgabe 3

(a) Schritt 1. Charakteristisches Polynom und Nullstellen bestimmen/ Eigenwerte bestimmen: Es gilt
nach der Regel von Sarrus

4—-Xx 0 0
p(A) = det (A — AI3) = det 3 2-X 1
-3 0 1-2AX
= (A=A (2=N)-(1=A)+0-1-(=3)+0-3-0—(=3)-(2=A)-0—0-1-(4—A) —(1—X)-3-0
=M4-X2-XN)1-X)+0+0-0-0-0
=MA4-N2-MN1-X

fiir alle A € C. Also hat p drei einfache Nullstelle bei Ay =1, Ao = 2 und bei A3 = 4.
Schritt 2. Eigenrdume bestimmen: Es gilt fiir die Eigenrdume:

1
00 B
Elzker(A—l-Ig):ker 1 1 :Lr -1
—3 0 0 <:|+
1 00
=ker |0 1 1] =lin
0 0 0
Egiker(A72'Ig)
2 0 0\ |3
—ker| 3 0 1 | ]4(3)].3
-3 0 -1 +
10 O
=ker |0 0O 1
0 0 1)1 (1)
100
=ker |0 0 O
0 0 1
0
= lin 1 ,
0



E4:ker(A—4-13)
0o 0 0

=ker|{ 3 -2 1 ]
-3 0 -3 Tl

=ker|{ 0 -2 -2

= ker

1 1
0 1
0 0
1
= lin 1 .
-1

Schritt 3. Losungen der homogenen Gleichung/ Aufstellen der Fundamentalmatrix: Die drei Fundamen-

tallosungen lauten

0 0 et
D) = (B1(t) Bot) Da()) = [ o & oM
,et 0 7e4t
0 0 &3
=et[ 1 e &t |,
-1 0 —e3t
0 0 1
20)=(1 1 1
-1 0 -1

Fiir die Matrixexponentialfunktion brauchen wir die inverse Matrix zu ®(0). Dies berechnen wir iiber

0O 0 1|1 00 (=1 0O 0 11 0O
111010:|—|- :|-1 — 110—110<:|—|—1
-1 0 —-1|0 0 1 -+ -1 0 0|1 0 1
00 11 0 O 1 0 0|—-1 0 -1
—)OlOOll] — | 01 0|0 1 1 ],
1 0 0]-1 0 -1 0O 0 1|1 0 O
d.h.
-1 0 -1
p0)t=(0 1 1
1 0 O
Schritt 4. Matrixexponentialfunktion aufstellen: Es gilt laut Vorlesung:
0 0 e -1 0 -1
A =dt)®(0) P =t | 1 e & 0 1 1
-1 0 —e* 1 0 O
e3t 0 0
=et|ePt—1 e et —1



fir alle t € R.
(b) Die (reelle) Losung des homogenen Differentialgleichungssystems

/

y = Ay
lautet

y(t) = yh(t) = Cl(pl(t) + CQ@g(t) + Cg(I)g(t)

0 0 1
= C1et 1 + CQQQt 1]+ Cge4t 1
-1 0 -1

fiir alle ¢ € R mit Konstanten C1, Csy,C5 € R.
(c) Partikuldren Ansatz ”raten”: Wir machen den partikuléren Ansatz

mit zu bestimmenden Konstanten «, 5,7 € R. Abgeleitet gilt:

yp(t) = =0

o O O

fiir alle t € R. Setzen wir diesen Ansatz in die inhomogene Differentialgleichung

y'=Ay+b
ein, so erhalten
0 4 0 0 « 8
0=(0] =y,(t) = Ay, () +b=1| 3 2 1 Bl1+ (1
0 -3 0 1/ \»v 1
4 00 a -8
s (3 2 1](B]=[-1
-3 0 1/ \y —1
Demnach l6sen wir
40 0]-8\|4 (3] 10 0|-2
3 2 1[-1 1+ ]-3% 02 1|5 T(—l)
-3 0 1]-1 + 0 0 1|-7
1 0 0]-2 1 0 0]-2
— [0 2 0]12 | — o106
00 1|-7 00 1|-7

Also muss
a=-2, f=6und y= -7

sein. Damit lautet die partikuldre Losung

fiir alle t € R.
Allgemeine Losung y aufstellen: Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist nun

) 0 0 1
yt) =yp(t) +yn(t) = 6 | +Cret [ 1 | +Coe® [1| +C3e* | 1
-7 1 0 —1

fir alle t € R mit Konstanten Cy,Csy, C3 € R.
Spezielle Lésung y aufstellen/ Anfangswertproblem: Wegen den Anfangsdaten gilt

-2 -2 0 0 1
10 =9go=9y0)=|[ 6 | +C1e®| 1 | +Coe® [ 1| +C5e*° | 1
6 7 1 0 -1



d.h

also ist

01:*1, 02:5und03:0.

Also ist die Losung des Anfangswertproblemes gegeben durch

fir alle t € R.



Aufgabe 4 (10 + 10 = 20 Punkte)

(a) Losen Sie die folgende partielle Differentialgleichung mithilfe des Charakteristikenverfahrens

1
893U($7y) - ﬁayu(x,y) = UQ(LC,y) fiir T,y € R7
u(z,0) = fir z € R.

(b) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem mithilfe eines Separationsansatzes der Form u(t,x) = v(t)w(z) mit
einer geeigneten Funktion w

40pu(t, ) 4+ Ogzu(t, ) — 3u(t,z) = 0 auf (0,00) x (0, ),

u(0, z) = sin®(z) fiir alle € [0, 7],
u(t,0) = 0 = u(t,n) fir alle ¢t € [0, 00).
Hinweis: Benutzen Sie die Darstellung sin(z) = & (e'® — e~i®) fiir alle 2 € R und berechnen Sie damit sin®(z).

Loésung von Aufgabe 4

(a) Schritt 1. Setting aufstellen: Setzen wir

flz) ==.

Dann haben wir eine Partielle Differentialgleichung der Form

ale,y,u) - (g) ulz, ) = b, y, )

u(z,0) = f()
Schritt 2. Methode der Charakteristiken: Setze die Charakteristik k:

0= (360

sowie w(s) := u(k(s)). Dann erhalten wir durch Ableiten von w und Einsetzen von w und k in die partielle Differential-

gleichung:
w9 = ((5) w) - = w0 ((57) v) o)
b)) () ) () = e 09,

Ein Vergleich beider liefert nun das zu 16sende Charakteristikensystem:

w(0) = u(k(0)) = u (zo,0) = xo.

Schritt 3. Charakteristikensystem losen:
Losung fur k: Die Differentialgleichungen fiir x, y und w l6sen wir im folgenden:
Losung der Gleichung fiir z(-):

z(s) ==s+ Cy,

10



fir alle s € R mit Konstante C; € R. Wegen z(0) = k1(0) = zg folgt C; = z¢ und daher
x(s) = s+ xo

fiir alle s € R.
Losung der Gleichung fiir y(-): Die Differentialgleichung fiir y lautet:

V()= =
z(s)? (s—l—mo)z.
Die Losung dazu lautet:
1 1
=——+0Cy=——+C
y(s) s+ 7o +C2 2(s) +C2

fiir alle s € R mit z(s) # 0 fir eine Konstante Cy € R. Wegen y(0) = k2(0) = 0 folgt

1 1 1
0=y(0) = Co=—+C Cy=——
y() O+l’0+ 2 ZL'O+ 2 < 2 i)
und daher
oo L1
ys_m(s) xg
fiir zg # 0.

Fiir zy = 0 existiert keine Losung zu diesen Anfangsdaten.
Losung der Gleichung fiir w(-): Mithilfe der Trennung der Variablen gilt:

1 1
——z/—zdw:/lds+03:s+03
w w

S w(s) =— !
s+ Cy’
Ist xg # 0, so folgt mit w(0) = xo, dass C3 = _?10 ist und
1 i)
w(s)__s—i 1 — sz

fiir alle s € R\{%}.

Schritt 4. Nach s und zg auflésen und einsetzen: Losen wir nach g auf, so erhalten wir:

x(s) =s+xo
& s =x(s) — xo.

Andererseits folgt:

y( = I(S) - 1,70
11 ) = 1—y(s)x(s)
< xo  x(s) y(s) z(s)
_ ()
T T Ty
Eingesetzt liefert dies uns
u(a(s),y(s)) = ulk(s)) = wls) = 770

_ To _ Zo
1—(xz(s) —wo)zo 1 —x(s)xo + 22

_ z(s) _ x(s)
=y (1 255 + i) L vle) — el +

(1 —y(s))z(s) _ (A =y(s))x(s)

(
C (=) = (A —y(s)a(s)? +2(s) (1 —y(s))* +y(s)z(s)?

fiir alle s. Somit héngt die rechte Seite auch nur noch von der gewéhlten Charakteristik k& ab, d.h. die Losung u lautet

. (1-ye=
uey) = (1—-y)?+a2y

11



fur alle
(z,y) € RN\ {(z,y) e R*: (1 —y)> + 2’y =0}.

O
(b) Ist u eine Losung der partiellen Differentialgleichung, dann gilt:
1, NN L R . ‘ ‘
u(0, ) = sin®(z) = { (elz — e‘x)} = —— (eg”” —3e” 4+ 37" — e*"m)
2i 8i
— = (elBr) *1(3517)) QO 2 (niman _ —iz
1% (e ¢ iyl )

1
=7 sin(3x) + Zsin(x)

fir alle x € [0, 7]. Wir machen den Ansatz:
1 .
up(t,x) = *Z’Ul(t) sin(3x),
us(t,x) = %w(t) sin(x)

mit Funktionen vy, va: [0,00) — R so, dass u; und uy die partielle Differentialgleichung erfiillen mit v1(0) = 1 = v2(0),
denn dann erfiillt auch
u(t,x) :=uy(t, x) + ua2(t, )

die partielle Differentialgleichung mit

u(0,2) = u1(0, ) + uz(0,2) = —i sin(3x) + Zsin(z) = sin®(z),

u(t70) = ul(tvo) +U2(t,0) =0+0= 07
u(t, ) =ur(t,m) +uz(t,7) =0+0=0

fiir alle ¢ € [0,00) und « € [0, 7], d.h. w ist die gesuchte Losung unseres Problems. Es gilt fiir die partiellen Ableitungen
von uq und usg:

yun(t, 7) = —iv’l(t) sin(32),
Ozus (t, ) = f%vl(t) cos(3x),
Oppy (t, ) = %1}1 (t) sin(3x),
Opus(t,z) = %u'l (t) sin(x),
Opus(t,z) = zvl (t) cos(x),
Opgtio(t, ) = —Zvl(t) sin(z)
fiir alle ¢ und z. Eingesetzt in die partielle Differentialgleichung erhalten wir somit:

0 = 40;u1 (t,x) + Oppur (t, @) — 3uy (t, ) = —v}(t) sin(3x) + %vl (t) sin(3z) + Zvl (t) sin(3z)

= (—vy(t) + 3vy(t)) sin(3x)
& 0= —0v](t) +3v1(t) & vi(t) =3vi(t),

0 = 404uz(t, ) + Opgua(t, ) — 3ua(t, z) = Qvé(t) sin(x) — %vg(t) sin(z) — %Ug(t) sin(z)

4
12,
= = (h() — va(1)

& 0=05(t) —va(t) & vi(t) = va(t),

d.h.
v1(t) = Cre®" und vy (t) = Coe’

fiir alle ¢ > 0 mit Konstanten Cy,Cy € R. Wegen der Bedingung v1(0) = v2(0) = 1 folgt nun C; = C3 = 1 und es ist:

vy (t) = 3 und vy(t) = €

12



fiir alle t > 0. Also lauten
L oat
up(t, ) = —2¢ sin(3z),
ug(t, ) = %et sin(x)

fir alle ¢ > 0 und z € [0, 7]. Damit lautet die Lésung des Problems:

1 3 !
u(t,z) = —Ze?’t sin(3z) + iet sin(x) = eZ (3sin(z) — e* sin(3z))

fir alle t > 0 und z € [0, 7). O

Hinweise: Ergebnisse dieser Modulpriifung werden spétestens am ?7 den 77.10.2019 im Mathematik Gebdude (20.30)
im zweiten Stock verdffentlicht.

Die Klausureinsicht findet am Donnerstag, den 17.10.2019 von 16.00 Uhr bis 18.00 Uhr statt.

Die miindlichen Nachpriifungen finden in der Woche vom 21.10.2019 bis 25.10.2019 statt. Genaueres wird sich online auf
der Homepage der Vorlesung finden.
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