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Aufgabe 1 (20 Punkte):
Bestimmen Sie alle reellen Losungen y der Differentialgleichung

l’gylﬁ(l’) o I'Qy//(x) _ 2(Eyl(l') + Gy(x) = 0, x> 0.

Hinweis: Eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms des dazugehdrigen Konstanten-Koeffizienten-
Problems lautet 2.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

Es handelt sich hier um eine Eulersche Differentialgleichung und wir gehen vor wie in der Ubung. Fiir
x > 0 schreiben wir z = e mit ¢ € R und substituieren y(z) = u(In(z)), d.h. u(t) = y(e'). Wir rechnen
die ersten drei Ableitungen aus.

u'(t) =y (ehe = y'(a)z,
u"(t) = y"(e")e* +y'(e")e! =y (2)2® +y'(x)z,
u///(t) _ y///(et)e3t + 3y//(et)62t + y/(et)et — y///(x)x?, + 3:(/”(1‘).%’2 4 y’(w)x

Wir 16sen nach den héchsten Ableitungen in y auf und ersetzen die niedrigeren Ableitungen in y mit
Ableitungen in w. Damit erhalten wir:

y(@e=u'(t), y'(x)a?=u"(t)-u'(t), ()’ =u"(t) - 3u"(t) + 20/ (t).
Aus diesen Identitéten erhalten wir das zugehorige Konstante-Koeffizienten Problem

0= 2y (x) — 2%y (x) — 2y’ (x) + 6y (x)
= [u"(t) = 3u" () + 2u(t)] — [u"(t) — ' (t)] — 2u'(t) + 6u(t)
=u"(t) — 4" (t) + ' (t) + 6u(t).

Dessen charakteristisches Polynom ist A3 —4A? + XA +6 = (A + 1)(A — 2)(\ — 3). Somit lauten die reellen
Losungen des Konstante-Koeffizienten-Problems

u(t) = ae”" + Be®t + e, teR

mit «, 5, € R. Durch Riicksubstitution y(z) = u(In(x)) erhalten wir daraus die allgemeine reelle Losung
der urspriinglichen Differentialgleichung als

y(z) = az™! + fa? + ya3, x> 0.
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Aufgabe 2 (12 + 8 = 20 Punkte):
Fir a € R sei die Matrix

gegeben.

(a) Bestimmen Sie e fiir alle ¢t € R.

. . 1 0 0 1
Hmwezs.A-a(O 1)+(i 0).

(b) Sei nun « = 1. Losen Sie das Anfangswertproblem

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

(a) Variante 1: Exponentialreihe.
Wir schreiben A = af + B mit B = ( 0.

6) Dann gilt af - B = B - «al und deshalb nach Vorlesung

tA tal ,tB tal

et = e'*e"? ) wobei e
berechnen. Es gilt

= e“*]. Das Exponential e'® kénnen wir direkt mit der Exponentialreihe

1 0
55=(g )

und damit B? = (B2)k = ] sowie B2F+1 = (Bz)k B = B fiir k € Ny. Wir setzen in die Exponenti-
alreihe ein:

= 2k N

L L mr?

L
= N B , _( cosh(t) isinh(t)
; 7216 _ - B = cosh(¢t)I + sinh(t)B = <—isinh(t) cosh(t)) .

Insgesamt erhalten wir

otA _ gtal (1B _ at ( cosh(?) 151nh(t)) .

—isinh(t) cosh(t)
Variante 2: Diagonalisieren.

Wir diagonalisieren die Matrix A. Dazu bestimmen wir zuerst die Eigenwerte. Das charakteristische
Polynom lautet

Ya(\) = det (A — AI) = det <a__iA aiA) =(@-N?-1,

und dessen Nullstellen sind Ay = a+ 1, s = a — 1.

Wir bestimmen die Eigenrdume:
Eig(A, A1) = Kern (A — A1) = Kern (j _11> _ <<i) ),
Eig(4, A2) = Kern (A — Az]) = Kern (_11 1) = <<1l> ).
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Somit kénnen wir A schreiben als A = TDT ! mit

_fa+1 0 (1 —i
D._( 0 a—l) und T.—<1 1).

Dann gilt (z.B. nach Aufgabe 16 Teil (iii) von Ubungsblatt 9)

. s (a+1)t 0 1 1 . eat . s + -t
tA tDp—1 _ 1 1y (¢ oL n_e (1 1) e ie
et =Te"T " = (1 1) ( 0 e(al)t) % (1 i) % (1 1 ) (et iet)

e fiet +ie™" —ef +e7'\ _ e (2icosh(t) —2sinh(t) ot [ cosh(t)  isinh(t)
2i \et—e™t det+ie™t ) 2i \ 2sinh(t) 2icosh(t) ¢ \—isinh(t) cosh(t) )

(b) ®(t) = e* ist ein Fundamentalsystem fiir §/' = A7. Somit erhalten wir die Losung der inhomogenen
linearen Differentialgleichung aus der Variation—-der—Konstanten Formel: Fiir x € R gilt

7(t) = ot (eOA)_l (8) L etA /Ot (erA)—l <e0T> dr = (8) + /Ot ot=T)A (e()T> dr
- [ (e SR ()

- [ (e h) o= (Gt =)= (i)
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Aufgabe 3 (5 + 15 = 20 Punkte):
Betrachten Sie in dieser Aufgabe die Wellengleichung mit periodischen Randbedingungen:

%u  O%u
W_@:O, x € (0,2m),t > 0,
u( z,0) = f(z), z € [0, 2],
e TE C2([0, 27, R),
(%) (:v,O g(x), z € [0, 2], g€ CL([0,27],R)

(271' ), t>0,

= (27r t), t>0,

(a) Zeigen Sie: Ist u € C?([0,27] x [0,00)) eine Losung von (%), dann ist I(t) == fo% u (g t)dx fiir t >0
konstant.

(b) Losen Sie mithilfe des Separationsansatzes u(x,t) = z(t)w(x) das Problem (%) fiir f(z) := sin(2z + 1),
g(x) = 0. Finden Sie fir diese Losung ein minimales 7' > 0 mit u(x,t) = u(z,t + T).
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) Laut HM 2 ist I damit insbesondere eine C* Funktion und in der folgenden Rechnung lisst sich die
Ableitung und das Integral vertauschen. Wir erhalten fiir ¢ > 0:

d 9% T 92y du ou

—1I(t) = t)ydx = —(z,t)de = —(2m,t) — —(0,¢t) = 0.

0= Gaande= [ @y = Fenn - o
Also ist I konstant. Insbesondere gilt mit den Anfangswerten I(t) = I(0) = OQW g(x)dx.

Bemerkung zur Korrektur: Wir argumentieren in diesem Losungsvorschlag ausfiihrlicher als die
Erwartungshaltung an die Studierenden. Es geniigt die Rechnung zur Ableitung 3 4 A(t)=...=0.
Die genaue Argumentation, warum I eine C''-Funktion ist, warum Integral & Ableltung Vertauscht
werden diirfen und was der konkrete Wert von I ist, war nicht verlangt.

(b) Einsetzen des Separationsansatzes u(z,t) = z(f)w(z) in die Differentialgleichung in (%) liefert fiir

€ (0,2m), t > 0:
1 0%u O*u S " Z//(t) _ w”(m)
0= ¥l (x,t) — o 5 (7,t) = 2" (Hw(z) — 2(t)w" (z) = 0w
falls w(x) # 0 # z(t). Damit muss es ein A € R geben, sodass
2'(t) = —=Xz(t), t>0, w”(z) = - w(z), z € (0,2m)

gilt. Fiir die Randwerte erhalten wir fiir « € (0,2), ¢ > 0:

z(t)w(0) = u(0,t) = u(27r t) = z(t)w(2m), f(z) < u(z,0) = z(0)w(x),

' (0) = 2%0,6) £ 2% (2, 1) = (' 2 e Lo 0) = 2(0
(0w (0) = 94(0,1) = 5% (2, 1) = =(1)u (2m), o) £ %2 (2,0) = 2 (O)u().

Diese Gleichungen sind erfiillt, falls

—w//(l‘) =\w ( )7 T e (07271—)’ _ f(@) R
0] w(0) = w(2m), O T R
w'(0) = w'(27), Z’(Q):i(?):d—const

Wir geben zwei Varianten zur expliziten Losung an.

Variante 1: Mit () beginnen und in [J einsetzen.
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1

In (O erkennen wir, dass f und g Vielfache von w sein miissen und setzen an: w(z) = ¢ f(z) =

%sin(Zx +1)und d = g]((?) = 0. Diesen Ansatz setzen wir in die Differentialgleichung in [J ein und
erhalten

A 4
Zsin(2z + 1) = Mw(z) = —w”(z) = ——sin(2z + 1), fir alle z € (0,27).
c c

Diese Gleichung ist offensichtlich genau dann erfiillt, wenn A = 4. Die Randwerte in [ sind ebenfalls
erfiillt:

w(0) = %sin(l) = %sin(47r +1) = w(2m),

W' (0) = %cos(l) - %cos(élﬂ +1) = ' (27),

wobei wir die 27-Periodizitdt von sin und cos genutzt haben. Wir bestimmen damit nun die Losung
von (©). Die allgemeine Losung der Differentialgleichung z” = —4\z lautet z(t) = Asin(2t)+ B cos(2t).
Einsetzen der Randwerte 2(0) = ¢ und 2/(0) = d = 0 liefert B = ¢ und A = 0. Also:

2"(t) = —4z(t), t>0,

@ z(0) = ¢, = z(t) = ccos(2t).
Z'(0) =0,

Wir setzen den Separationsansatz zusammen:
1 . .
u(x,t) = z(t)w(x) = ccos(2t) - — sin(2z + 1) = cos(2t) sin(2z + 1).
c
Variante 2: RWP [ analysieren und mit () matchen.

Wie in der Ubung argumentieren wir zu erst, dass A > 0 gilt. Hierzu rechnen wir fiir eine Losung w
von [

)\/0 (w(x))*de = —/0 w(z)w” (z) dx
27 27
= —w(2m)w' (27) + w(0)w'(0) + /0 w'(z)w'(x) de = /0 (w'(z))*dz .

Falls w nicht konstant ist, dann ist A > 0. Falls w konstannt ist, dann ist A = 0. Wir folgern: Die
allgemeine Losung der Differentialgleichung in [ hat die Form

w(z) = Asin(\f)\x) +B COS(\F)\I’), dh. w'(z) = AV cos(xf)m) — BV sin(ﬁx).
Einsetzen der periodischen Randwerte liefert
A0+ B-1=w0)= w2r) = Asm<2ﬁw) + Bcos(Qﬁw),
AVA-1—BVA-0=uw'(0) = w(2m) = Aﬁcos(?ﬁw) - B\&sin(Q\F)m),
A sin (2\f)\w) cos (2&#) -1
< <B> € fem VA cos (2\/X7T) — VA —Vsin (2\5\7r)

Damit w nicht konstant die Nullfunktion ist, muss die Determinante der Matrix 0 sein. Wir berechnen:

Sin(2ﬁ7r) cos (2\A7r) -1
VA cos (2\5\77) VAN —\/XSiD(Q\/Xﬂ')
=—VX- (sin2 (2\A7r) + cos? (2\/X7T> — 2cos (2\F>m) + 1) =2V (cos (2\F)\w) — 1) .

det

— —v\sin? <2ﬁ7r) VAN (COS(Q\&W) — 1)2
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Hierbei haben wir sin? 4 cos? = 1 genutzt. Wir sehen also: Die Determinante der Matrix ist genau
dann 0, wenn cos (2\/X7T> =1, d.h. wenn es ein k € Ny gibt, sodass VA = k. In diesem Fall ist die
Matrix die Nullmatrix, d.h. die Losung w des Randwertproblems [ lautet

w(zx) = Asin(kz) + B cos(kx), falls A >0,
w(zx) =C, falls A =0.

Damit das AWP (© fiir z aus unserem Separationsansatz losbar ist, miissen f und g jeweils Vielfache
von w sein. In diesem Fall lautet die Losung 2z des AWP (O: z(t) = ccos(kz) + ¢ sin(kz) fiir k € N
und z(t) = ¢ + dx fiir &k = 0. Dies sieht man sofort an der allgemeinen Losungsformel und durch
Einsetzen der Anfangswerte. Mit der Vorgabe der Anfangswerte f(x) = sin(2x + 1) = cos(1) sin(2x)+
sin(1) cos(2x) und g(z) = 0 wahlen wir A =4 (d.h. k =2), A = cos(1), B =sin(1), c=1 und d = 0.
Dann 16st w = f das RWP [0 und zusétzlich sind f, g Vielfache von w. Damit ist z(t) = cos(2t) die
Losung des AWP (5). Wir setzen den Separationsansatz zusammen:

u(z,t) = z(t)w(z) = cos(2t) - sin(2x + 1) = cos(2t) sin(2z + 1).

Weiter zur Zeitperiodizitat.
Wir erkennen sofort: Die minimale Zeitperiode von u(z,t) = cos(2t) sin(2z + 1) lautet T = 7.
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Aufgabe 4 (4 + 16 = 20 Punkte):
Seien a € C'(R,R), g € C*(R?,R) und sei v € C'(R? R) eine Lésung der folgenden Transportgleichung
mit nicht-konstanter Geschwindigkeit

’U(y,O) =0, y € R.

(a) Sei z € CY(R,R) eine Lésung von 2’ = a(z). Zeigen Sie: Die Funktion u: R? — R, u(x,t) == v(z(z),t)
ist eine Losung der Transportgleichung

ou ou
(0) 4 3t Bt~ gy (w1 =9(x(@).1), wtER
u(z,0) =0, reR.

(b) Seien nun a(y) == /1 +y? und g(y,t) = 1 + y*. Nutzen Sie Teil (a)), um eine Darstellung von v zu
erhalten, die keine Integrale mehr enthilt.

Hinweis: \/1 + sinh?(z) = cosh(z) = 4 sinh(z). Die Umkehrfunktion von sinh heifit arsinh und kann
als Ausdruck in der Darstellung von v stehen bleiben.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(a) Fiir die Substitution u(z,t) := v(z(z),t) rechnen wir mit der Kettenregel:

ou ov ou Ov ,
E(mvt) = a(z(l')vt)? %(l‘,t) = @(Z(x)7t) -2 ().

Wir setzen die Differentialgleichung an z und die Transportgleichung (x) an v ein und erhalten fiir
z,teR

Ju ou v v ,
7t 1)~ 5y @) = g (3(@). 1) = 5 (=(@), 1) - ()
_Ov Ov

= 57 (), 1) = @(Z(x),t) ~a(z(x)) = g(z(x), t).
Weiter gilt fiir z € R:
u(z,0) = v(z(z),0) = 0.
Damit 16st u die Transportgleichung (o).

(b) Wir setzen z(z) := sinh(z), denn dann folgt aus dem Hinweis direkt 2’ = a(z). Die rechte Seite der
Differentialgleichung in () transformiert zu g(z(x),t) = 1 + sinh?(z) = cosh?(z). Wir 16sen nun

u(z,0) = 0.

Laut Vorlesung gilt fir a € R, g, f € C1(R,R):

(g t) +adt(x,t) = g(x,t) L t N
ot ox PEN ulx = T —a €T s—1)a,s)ds

Damit erhalten wir die Losung u von (¢):

¢ T+t
u(z,t) =0+ / cosh?(z — s +1t))ds = / cosh?(s)ds, z,t € R.
0 x

Wir geben zwei Varianten an, dieses Integral zu berechnen.
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Variante 1: Stammfunktion von cosh? nutzen.

T+t 1 x4+t
u(z,t) = / cosh?(s)ds = 5(5 + sinh(s) cosh(s))

x

(z + t + sinh(x + t) cosh(z + t)) — %(x + sinh(x) cosh(x))

(t + sinh(z 4 t) cosh(z + t) — sinh(z) cosh(z)).

M\H[\DM—\

Wir substituieren nun zuriick mit v(y, t) = u(arsinh(y), t), vereinfachen noch etwas mit dem Hinweis
und erhalten damit fiir y,t € R:

v(y,t) = = (t + sinh(arsinh(y) + t) cosh(arsinh(y) + ¢) — y cosh(arsinh(y)))

DN = DN =

(t + sinh(arsinh(y) + t) cosh(arsinh(y) +¢) — y+/1 + y2) .

Dies ist eine Darstellung von v ohne Integrale.

Variante 2: Nutze cosh(z) = 3(e” +e7%).

-+t
/ cosh2 )ds = / i (eS + e*S)2 ds

-+t T+t
1 1 1 1 1
:/ 29 - ze—QstZ |:8625+25_8e—2$ )
1 2(w+t) 1 1 —2(z+t) 1 2 1 1 —2x
— t — — - —
=g fpleth-ge g T2t Tge
1

1 1
= ft + 1 sinh(2(x +t)) — 1 sinh(2x).
Wir substituieren nun zuriick mit v(y,t) = u(arsinh(y), t) erhalten damit fir y,¢ € R:
1, 1. . 1. .
v(y,t) = §t + I sinh(2(arsinh(y) +t)) — I sinh(2 arsinh(y)).

Dies ist eine Darstellung von v ohne Integrale.

Bemerkung zur Korrektur:
Weitere Vereinfachungsschritte, z.B. durch Additionstheoreme fiir sinh & cosh, waren nicht verlangt.
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