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Losungsvorschlige zur Nachpriifung

Aufgabe 1 (8+(34+9)=20 Punkte)
(a) Sei D := {(x,y) € R? | z > 0}. Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

6 2 —2x 0 y2
—cos(y)—ﬁe dx — 3 bln(y)—kﬁ dy=0, (x,y)eD,

nicht exakt in D ist. Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor u der Form p(z,y) = z¢
fiir ein geeignetes a € R und berechnen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
in impliziter Form.

(b) (i) Bestimmen Sie A € R so, dass y1(z) = e* eine Losung von

2 3+ 2z
! /
_ — =0 _Z
V(@) — ot (@)~ () =0, e
ist.
(ii) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
2 3+ 2z 4 1
" _ ! — = — z —_— = .

(@) - 1V @) - V@) = et T >y

Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz y(z) = v(z)y1(x).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1
(a) Die gegebene Differentialgleichung hat die Form

Pz, y)de+Q(x,y)dy =0, (z,y) €D,
mit den Funktionen P, @ : D — R, definiert durch
P(z,y) = o cos(y) — —e 7,
x x
Q(z,y) = —3sin(y) — 3= .

Diese sind stetig differenzierbar auf der offenen und einfach zusammenhingenden Menge D.
Wir berechnen

6 .
OyP(x,y) = — sin(y),
y2

fir alle (z,y) € D. Da 0,P und 0,Q auf D nicht ibereinstimmen, ist die Gleichung nicht
exakt in D. Wir machen den Ansatz
P(z,y)
Q(z,y)

2x

= Leos(y) — 2% 2727

w(w,y)P(x,y) = 62
p(z,y)Q(x,y) = —32%sin(y) — 3%,



(b)

und berechnen
ayP(%?/) = —62“ Lsin(y),
aac@(% y) = —3az®! sin(y) —3(a — 2)xa73y2 .
Gleichsetzen liefert die Bedingung
a—1 _: ! a1 . os o
—62%" " sin(y) = —3ax® “sin(y) — 3(a — 2)x* ’y°, (x,y) € D,

welche fiir a = 2 erfiillt ist. Wir sehen, dass p(x,y) = 22 stets positiv ist auf D und somit
ist die Differentialgleichung

(6z cos(y) — 2e*) dz — 3 (2?sin(y) +¢*) dy =0, (z,y) € D,

dquivalent zur gegebenen Differentialgleichung und exakt in D. Um ein Potential F' fiir das
P .

Vektorfeld (Q) zu bestimmen, gehen wir von 9,F = P aus und integrieren bzgl. z. Dies

liefert
F(z,y) = /]5(3:, y)dr = / (62 cos(y) — 2" dz = 32” cos(y) + e ** + ¢(y)
mit einer Funktion ¢, fiir die wir aus der Bedingung 0, F' = Q die Gleichung

—32%sin(y) + ¢ (y) = —3¢>sin(y) — 3>, (z,y) € D,

erhalten. Also erhalten wir ¢(y) = —y> (die Integrationskonstante konnen wir weglassen, da
eine additive Konstante fiir das Potential keine Rolle spielt) und

F(z,y) = 32%cos(y) +e " —y*, (z,y) €D,

ist ein Potential und die allgemeine Losung ist implizit gegeben durch

322 cos(y) + ¢ —yP = ¢, (a,y) €D,

mit einer Konstanten ¢ € R.
(i) Wir setzen den Ansatz ein und erhalten nach Multiplikation mit 1 + 2z die Bedingung
1
(2X%2 —2)z+ X2 —2X -3 =0, T> -3

Koeffizientenvergleich fiihrt auf 2(A\2 — 1) = 0 und A\?> — 2\ — 3 = 0. Wir sehen, dass
A = —1 diese Bedingungen erfiillt und somit ist y1(x) = e™*,x > —1/2, eine Losung.

(ii) Wir verwenden das Reduktionsverfahren von d’Alembert und setzen y(x) = v(x)yi(x)
in die Differentialgleichung ein, was auf die inhomogene lineare Differentialgleichung
erster Ordnung

2 4 1
/ _2 _ I 2 _ = 1
u(ac)—i—( 1—1—21:)“(96) 5 22C T > =g, (1)
fiir die Funktion u := v’ fiihrt. Die homogene Gleichung hat die allgemeine Losung
up(z) = cexp / 2+ 2 dz | = cexp(2z+In(1+22)) = c(1422)e*", z > 1
1422 ’ 2’

mit einer Konstanten ¢ € R. Eine spezielle Losung w, der inhomogenen Gleichung
bestimmen wir durch Variation der Konstanten: Wir setzen u,(z) = c(z)(1 + 2z)e**
in (1) ein und erhalten

4 e2x

/ 1 2 290:_
d(x)(1+2x)e e

Y



woraus wir

4 2
c(z) =— / ——dr =
(14 2x)2 1+ 2z
bestimmen (die Integrationskonstante wihlen wir zu Null). Damit erhalten wir die all-

gemeine Lisung

1
w(x) = up(x) + up(x) = (1 + 21)e?® +2¢% > —5

mit ¢ € R fiir u. Mit Hilfe von partieller Integration erhalten wir nun

v(x) = /u(a:)dx:c:ceh—i—d—keh, x> —%,
mit einer weiteren Konstanten d € R. Damit ist
y(z) =v(z)e * =cxe® +de " +e*, x> 5
mit ¢,d € R die allgemeine Loésung der Differentialgleichung.
Aufgabe 2 (8+12=20 Punkte)
(a) Berechnen Sie die ersten fiinf Koeffizienten ag, ..., as der Potenzreihendarstellung

:C):Zakxk, reR, apeRfirkeNy,

der Losung des Anfangswertproblems
y'(x) + 22y (2) —y(x) =0, z€R, y0)=1, ¢ (0)=0.
(b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y"(x) + 4y" (x) + 6y (z) + 4y(z) = —40sin(2z), = €R.
Hinweis: Fine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der homogenen Gleichung ist ge-

geben durch —2.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 2

(a) Einsetzen von

:Zk:(kfl)akx Zk+2 )(k 4+ 1)agoz®
k=0

22y (x Z 2kayx”
liefert -
> [(k+2)(k+ Dagsa + (2k — Dagla® =0, z€R.
k=0

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Rekursionsformel

1—-2k

- P, keN.
k+2)(k+1)" 0

Ap4+2 =



Die Anfangsbedingungen liefern ag = y(0) = 1 und a; = ¢'(0) = 0. Aus der Rekursionsformel

folgen nun

ag =

asg —

ay4 =

a _ 1

2 27
— =0,
6
—3&2_ 1
12 8

k
Alternative Lésung: Die Koeffizienten kénnen auch anhand der Formel a; = y )(O),k €

k!

No, berechnet werden, wobei y*)(0) durch Ableiten der Differentialgleichung gewonnen wer-

den kann fiir k£ > 2. Es gilt

fur alle x € R. Wir erhalten

und somit

y () + 22y (2) + (x) = 0,
y W (@) + 22y (2) + 3y"(x) = 0

(b) Es handelt sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom p der homogenen Gleichung ist gegeben

durch

p(A) = A3+ 407 46X +4

und hat nach dem Hinweis die Nullstelle —2. Mit Hilfe von Polynomdivision kénnen wir es

in der Form

p(A) = (A +2)(\2 + 21+ 2)

schreiben und sehen, dass p genau die Nullstellen —2 und —1 + ¢ besitzt (jeweils mit Viel-
fachheit eins). Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet also

yn(x) = cre”* 4 cge T sin(x) + cze “cos(z), x €R,

mit Konstanten c1,co,c3 € R. Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu

finden, machen wir den Ansatz

yp(x) = asin(2z) + bcos(2z), = € Rmit a € R.



Wir berechnen die Ableitungen zu

y,(x) = 2acos(2z) — 2bsin(2z),
Yy (z) = —4asin(2x) — 4bcos(2z),
Y, (x) = —8acos(2x) + 8bsin(2z)

und Einsetzen fiithrt auf
—(12a + 4b) sin(22) + (4a — 12b) cos(2z) = —40sin(2z), z € R,

woraus wir durch Koeffizientenvergleich die Bedingungen a—3b = 0 und 3a+b = 10 erhalten.
Diese haben die Losung a = 3,b = 1. Damit ist die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung gegeben durch

y(x) = yn(x) + yp(x) = 167" + cae " sin(z) + cze 7 cos(z) + 3sin(2x) +cos(2z), =z E€R,

mit Konstanten cy, co,c3 € R.

Aufgabe 3 (10+10=20 Punkte)

(a) Berechnen Sie die Matrixexponentialfunktion e/ fiir t € R und

-2 2 0
A=10 -2 0
0 0 3
(b) Lésen Sie das Anfangswertproblem
4t 0
g =Agt)+ 0 |, teR, FO)=|1],
—6 1
wobei A die Matrix aus (a) ist.
Lésungsvorschlag zu Aufgabe 3
(a) Wir zerlegen A = D + N mit
-2 0 0 0 20
D=10 -2 0 und N=]0 0 0
0o 0 3 0 00
Es gilt
0 —4 0
DN=10 0 0|=ND
0 0 O
und somit et4 = eP+N) = tDetN fiir alle t € R. Da D eine Diagonalmatrix ist, erhalten
wir
e”2 0 0
=10 e 0], teR
0 0 e*



Weiter gilt wegen N2 = 0 die Identitit

o i 1 2t 0

tN __ k __ _

e _ZHN =I+tN=|0 1 0|, teR
k=0 0 0 1

Somit erhalten wir
et 2e=2

, teR.

Alternative Losung: Das charakteristische Polynom berechnen wir zu
det(A— X)) = (24+ N33 - )),

d. h. die Eigenwerte lauten 3 und -2, mit zugehdorigen algebraischen Vielfachheiten 1 bzw. 2
(da es sich um eine Dreiecksmatrix handelt, konnen die Eigenwerte direkt auf der Diagonalen
abgelesen werden). Die Eigenraume ergeben sich zu

-5 2 0 0 0 0
Kern(A—-3I)=Kern | 0 -5 0| =Kemn 1 0] =Ilnq¢ |0 )
0 ) 00 1

1
0
0 0
020 1
Kern(A+2I)=Kern [0 0 0] =ling [0 }
0 0 5

Damit erhalten wir die Losungen

0 1
Srt) =€ [ 0] und o(t)=e* [0
1 0

fiir y'(t) = Ay(t), t € R. Um eine dritte linear unabhéngige Losung zu erhalten, ergénzen
wir die gewéhlte Basis von Kern(A + 2I) zu einer Basis des Hauptraums zum Eigenwert -2.
Es gilt

0 0 O 1 0
Kern(A + 2[)2 =Kern|0 0 0 | =lin 0], %
0 0 25 0 0

Dabei wurde der neue Basisvektor zweckméifigerweise so gewéhlt, dass

0 1
1|
(A+2I) 51=10
0 0
Der neue Basisvektor fithrt zu
0 0 0
gst)y=e [ [L| +tA+2D) [L| | =i +t|o|]|. teR
0 0 0 0

Damit bilden é1, ¢o, ¢3 ein Fundamentalsystem ®(¢) = ( () $a(t) ¢3(t)) fiir 77 () = Ag(t).
Wir berechnen

O N O
Il
oS = O



und damit

. 4T
gty =e“ 1|+ / =AY o | dr
0
—6
2te 2 e 2t ote2t ' 4rem
= e~ 2 + 0 e~ 2 0 / 0 dr
€3t 0 0 €3t 0 66737'
te—2t e 2t 2te™ 0 2te?t — et 11
=l e |+ 0 e* 0 0
e3t 0 0 e3t 23t — 9
e 2t 4 2%t — 1 +e 2
= e~ 2t , teR
—e3t 4+ 92

Aufgabe 4 (10+10=20 Punkte)

(a) Bestimmen Sie eine Losung von

ou ou
2y == — oS 2
(1+43y%) oy (T Y) + 9y (z,y) =cos(y), (x,y) R,
u(z,0) =2*, zeR,

mit Hilfe des Charakteristikenverfahrens. Bestdtigen Sie durch eine Probe, dass es sich tat-
séachlich um eine Losung handelt.

(b) Bestimmen Sie fiir das Randwertproblem

ou d%u

a(flf,t)—@(l‘,t)—o, xG(O,l),t>0,
ou ou
a*x(oat) = a?(l’t) =0, t>0,

alle Losungen der Form u(z, t) = e*"tw(z), z € [0,1],t > 0, wobei u € C\ {0} und
w:[0,1] = R.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 4
(a) Wir definieren die Funktionen @ : R® — R2 b : R?® — R durch

1+ 3y
a(x,y,u) = ( +1 Y ) und  b(x,y,u) = cos(y) .

Die vorliegende quasilineare Differentialgleichung erster Ordnung nimmt dann die Form

6(‘7:7 Y, U) ’ v(m,y)u(xa y) = b(l‘,y, ’Ll,) ) (.’E,y) S R? )



an. Die Anfangswerte sind auf der z-Achse T' := {(5,0) € R2|£ € R} durch f(§) = £2
vorgegeben. Das charakteristische System lautet

k'(s) = a’(i{(s),w(s)) _ (
w'(s) = b (E(s), w(s)) = cos(ka(s))

1+ 3k2(5)2>
1 )

mit Anfangswerten

fiir alle £ € R, wobei s aus einem geeigneten Intervall I ist. Die Losung fiir ko lautet ka(s, &) =
s, was eingesetzt in die Differentialgleichung fiir k1 zu k{(s) = 1 + 3s? fiihrt. Die Losung
zur Anfangsbedingung k1 (0) = ¢ lautet ki (s, &) = s + 53 + €. Weiter erhalten wir w(s,§) =
sin(s) + &2 fiir alle s € I.

Fiir jedes gegebenes (x,y) € R? ist die Gleichung

<x> — K(s,¢)
)

eindeutig nach s, ¢ auflésbar mit Losung s = y,& = = —y — y>. Wir wihlen also I = R.
Einsetzen liefert die Funktion

u(z,y) = w(s,&) =sin(y) + (z —y— )", (2,y) € R,

als Kandidaten fiir eine Losung des Problems. Dass es sich tatséchlich um eine Lésung
handelt, sehen wir durch die Probe

ou ou
2 o o =
(1+43y°) ax(ﬂ%y) + ay(ﬂﬁ,y)

(1 + 3y2) 2 (3: —y— y3) + cos(y) + 2 (a: —y — y3) (—1 — 3y2) =cos(y), (z,y) € R?,

sowle

2

u(z,0) =2z, zeR.

Wir betrachten zunéichst die Differentialgleichung ohne Randbedingungen. Einsetzen liefert
uQe"ztw(m) - e“2tw"(:n) =0, z€(0,1),t>0

und wegen en’t # 0 daher
(@) = ptw(), @€ (0,1). 2)

Da nach Voraussetzung p # 0, ist ein komplexwertiges Fundamentalsystem fiir diese Diffe-
rentialgleichung gegeben durch e#* e #*. Die allgemeine Losung von (2) lautet also

w(z) =ae +be™*, z€(0,1),

mit Konstanten a,b € C. Wir setzen w auf [0, 1] fort mit w(z) = ae** +be ™",z € [0, 1] und
erhalten aus den beiden Randbedingungen die Gleichungen

pa —pb=0, (3)
paet — pbe ™ =0. (4)



Aus (3) folgt wegen p # 0 die Identitét a = b und Einsetzen in (4) fithrt zu

et =eH,

was dquivalent zu e* = 1 ist. Damit muss 2/ ein ganzzahliges Vielfaches von 27i sein. Also
erhalten wir py, = kmi fir k € Z\{0} (k = 0ist wegen p # 0 ausgeschlossen). Die zugehorigen
Funktionen wy sind fiir k € Z \ {0} gegeben durch

wg(z) = ag (ek”m + e*k“m> = 2ay, cos(krx), x€]0,1],

wobei die Konstante ay reell gewdhlt wird, da wir nach Aufgabenstellung reellwertige Funk-
tionen w suchen. Insgesamt sind alle Losungen des Randwertproblems, welche die gesuchte
Form haben, gegeben durch

ug(z,t) = ake_k27r2t cos(kmx), x€]0,1,t>0,

wobei k € N und a; € R (wir haben den Faktor 2 von oben in ax hineingezogen und kénnen
uns auf k£ € N beschranken, da k und —k dieselbe Losung liefern).

Bemerkung: Der Fall y = 0 wiirde zu konstanten Losungen fiihren.



