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Aufgabe 1

a) Dies ist eine Bernoulli’sche Differentialgleichung mit o = 2. Die Substitution

2(z) =y() " =y(a)

fithrt dann auf die lineare Differentialgleichung

Z(z)+ (1 —a)

)+ (1—a)z=0 << 2(z)=

1+ 22

Die zugehorige homogene Gleichung hat hier die allgemeine Losung
Zhom (T) = cexp(fH% dz) = cexp(3In(1 +2?%)) = cv1+22, c€eR.

Zur Bestimmung einer speziellen Losung verwenden wir Variation der Konstanten, d.h.
wir machen den Ansatz z,(x) = ¢(x)v/1+ 2. Einsetzen in die inhomogene Gleichung

liefert
d)Wl+at=0 <+ A1) = ——— = () = 14+22+d, deR.
(2 O (@)=

Also erhalten wir eine spezielle Losung durch z,(z) = 1 4+ 2% und damit die allgemeine
Losung

z(x) =142 +cV1+22, ceR.

Riicksubstitution fiithrt nun auf

1
-1
r)=zx) = , ceR,
y(x) = z(x) PRI
und Einsetzen des Anfangswertes liefert
1 1
0) = == <= =1
y(0) 1+c¢ 2 ¢

Als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir somit

1
xTr) = .
y(@) 1+ 22+ +/1+a?
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b) Setzen wir hier P(z,y) := 1+ 22* und Q(z,y) := 2xy, so gilt

also ist die Differentialgleichung nicht exakt. Multiplikation mit dem integrierenden
Faktor u(z,y) = u(x? + y?) und anschlieBendem Ableiten fiihrt auf

0y (u(x, y) P(x,y)) = 2yu'(2® +y*) (1 + 22%) + u(2® +y?) - 0 = (2y + da’y)u/(2a* + y7),
O (1, y)Q(z,y)) = 220/ (2% + y*)2zy + u(z® + y*)2y = 42’yu' (2% + y°) + 2yu(2® + v°).

Setzen wir dies gleich, so folgt
._mQ 2
W@+ ) =ul@®+y?) T () = ult).

Eine Losung dieser Differentialgleichung ist u(t) = e'. Damit erhalten wir den integrie-

renden Faktor
2 2
plx,y) = u(@® +y?) =",

sowie die exakte Differentialgleichung
(1 + 22%)e” " da + 2zye™ ¥ dy = 0.

Als Néchstes bestimmen wir nun eine Stammfunktion zu (uP, p@). Integrieren wir
zunéchst die zweite Funktion beziiglich y (das ist hier die offensichtlich leichtere Vari-
ante), so folgt

F@wﬁi/mwauynm+d@=m&“f+d@.
Anschliefendes Ableiten nach z fithrt dann auf

0. F (x,y) = e + 222”7 + ¢ (z) = e, y) Pla,y) = (1 + 22%)e” +*
— d)=0 <— c¢(x)=d, deR.
Eine Stammfunktion ist also
F(z,y) = ze” ™,
und wir erhalten als allgemeine Losung

w?4y(x)? _

e c, ceR.

Aufgabe 2

a) Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Glei-
chung mit dem Ansatz y(x) = e, X € C. Dieser fiihrt auf das charakteristische

Polynom
MA42X0° 4207 220+ 1= (A + 1)* (X —i)(\ + 1)

mit der doppelten Nullstelle A\; = —1 und den beiden komplexen Nullstellen A3 = 4.
Damit ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung gegeben durch

Ynom () = c1e” % + coze™ ™ 4 cgcos(x) + ¢y sin(z), ¢1,09,03,¢4 € R.



Fiir eine spezielle Losung machen wir nun einen Ansatz vom Typ der rechten Seite. Da
o+iw = 0+i-1 = 1 eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, machen
wir den Ansatz

Yp(x) = ax cos(z) + brsin(z), a,beR.

Hier haben wir die Ableitungen

yp(2) = (a + bx) cos(x) + (b — ax) sin(z),
yp(x) = (2b — ax) cos(x) + (—2a — bx) sin(w),

'"( ) = (—3a — bx) cos

o (@) = (-

Setzen wir dies ein, so folgt

(—=3b + ax) sin(x),
(4a + bz) sin(z).

()
()

_'_
4b + azx) cos(x) +
yb + 2y + 2 + 2y + yp — —4acos(z) — 4bsin(z) = sin(z)

— a=0,b=—1

1
Wir erhalten damit die spezielle Losung y,,(2) = — 32 sin(z), sowie die allgemeine Losung
y(z) = —1zsin(z) + cre™" + cowe ™ 4 ¢z cos(x) + cysin(x), ¢, ¢2,c3,04 € R.

b) Der Potenzreihenansatz
y(x) = Z apr®,  ap € R,
k=0
mit - -
y'(z) = Z kayx und 3y (z) = Z k(k — 1)aza"?
k=1 k=2
fithrt auf

y'(z) + zy'(x) — 3y(x io:k‘ —1akxk 2—1—2]{:%17 —3Zakx
k=2

Weiter gilt

Z k(k — 1)apz™? B Z (C+2)(0+1 aHQxe und Z kapz® = Z kagz®.
k=2 (=0 k=1 k=0

Setzen wir dies zusammen, so folgt

y'(z) + zy'(z) — 3y(x) = Z(k: +2)(k + Dag 00" + Z kapr® —3 Z apx”
k=0 k=0

k=0

((k 4+ 2)(k + Dagys + (k — 3)ag)a* =0

Mg

k=0

< (k+2)(k+ 1)ags2+ (kK —3)ap =0, fur alle k € Ny,
3—k

(k+2)(k+1)

= Qpio = ag, fur alle k € Ny.



Mit den Anfangswerten folgt ap = 0 und a; = 3. Laut Rekursionsvorschrift folgt damit

3

Qs = 3" ap =0, und damit: ap =0 fiir alle geraden k& € N.
1

asz = 5 cap =1,

as =0 (siche oben)

as =0-a3 =0, und damit erneut: ap =0 fiir alle ungeraden k > 5.
Somit erhalten wir a; = 3, a3 = 1 und a; = 0 fiir k£ # 1, 3. Dies fithrt auf die Losung

y(r) = 2° + 3.

Aufgabe 3

a) Zur Berechnung von e*4 berechnen wir zunichst die Eigenwerte und Eigenrdume von
A. Das charakteristische Polynom der Matrix ist

1—Xx 2 -2
det(A — AI) = det 1 2-x -1
1 3 —2-)
=(1-=AN2=MN(-2-XA)—6—2+4—22+4+2)2+3(1—))
=(1-=N2-MN(=2-N)+31-X)=(1-N\)(-4+I+3)
=A== =-A+1DA-1)>~%

Also haben wir den einfachen Eigenwert \; = —1 und den doppelten Eigenwert Ay = 1.
Die zugehorigen Eigenrdume sind dann gegeben durch

2 2 =2 1
Kern(A+I)=Kem |1 3 —1| = lin{ 0 },
1 3 —1 1
02 -2 0
Kern(A—I)=Kern (1 1 —-1]| = lin{ 1 }
1 3 =3 1

Insbesondere ist A also nicht diagonalisierbar, d.h. zur Vervollstdndigung eines Funda-
mentalsystems benotigen wir noch

0 —4 4 1\ /0
Kern(A—I)?=Kern [0 0 0 :hn{ o, |1 }
0 —4 4 0/ \1



Damit erhalten wir das Fundamentalsystem

t
bzw.
et 0 €
O(t)y=1| 0 e te
et et tet
Mit
1 01 0 -1 1
®0)=[0 1 0| folgt @O *=[0 1 0
1 10 1 1 -1
Dies fiithrt schliellich auf
et et —et et —el
M =dt)®0) = | te!  (1+t)e —tet

te! (1+t)et —et et —te!

b) Die Losung des Anfangswertpoblems ergibt sich nun mit der Formel

1
t
§(t) = e3(0) —i—/ e=4p(s)ds mit b(s) = | s
0 s
Wir berechnen zunéchst das Integral. Hier erhalten wir
" B ‘ et—s [_et—s}gzo et -1
/ et=94p(s) ds = / te!=5 | ds= [ [—te!®]L, | = [ te' — ¢
0 0 \tels [—te! )L, tet —t
Oder alternativ:
t t ¢ [fe? 1—et
/ =4 (s) ds = etA/ e *4b(s) ds = etA/ 0 | ds=¢e™ 0
0 0 0 0 0
el —1
= | te! —t
te! —t
Damit erhalten wir schliefflich als Losung
1 . et et —1 et+et—1
j(t) = |0 +/ I(s)ds = 0 | + |tet =t ] = tel —t
1 0 et te! —t et +tel —t



Aufgabe 4

a) Das charakteristische System dieser Gleichung ist gegeben durch

K(s) =1, ki(0) =0,
ky(s) = k1(3>(1 + k2(3)), ka2 (0) = ¢,
W(s) = b (s)w(s), w(0) ﬁ

Die allgemeine Losung der ersten Gleichung ist
ki(s)=s+4c, c €R,
und der Anfangswert liefert noch ¢; = 0, d.h.
ki(s) = s.

Fiir die zweite Gleichung erhalten wir somit k(s) = s(1 4 ka(s)) = ska(s) + s, deren
zugehorige homogene Gleichung die allgemeine Losung

k2 hom(s) = cexp(fs ds) = ce%SQ7 ce R,

besitzt. Mittels Variation der Konstanten bestimmen wir noch eine spezielle Losung.
1
Der Ansatz ks (s) = ¢(s)ez®” fiihrt dann auf

d(s)er” =5 < d(s) = se 2% = o(s)=—e2% +d, deR.
Wir erhalten daraus ks ,(s) = —1 als spezielle Losung und damit die allgemeine Losung

s2,c€R.

N

ko(s) = —1+ce

Alternativ konnen wir auch v(s) := 1+ ko(s) setzen und erhalten daraus die Differenti-
algleichung
V'(s) = kiy(s) = s(1+ ko(s)) = sv(s)

52, ¢ € R. Riicksubstitution liefert dann wie auch

[NIES

mit der allgemeinen Losung v(s) = ce

oben )
2

ka(s) = —1+ce?™ ,ceR.

Setzen wir nun noch den Anfangswert ein, so folgt

kz(O):—1+c£§ — c=1+¢,

sowie L,
ko(s) = =1+ (L4 &)e2".

Fiir w erhalten wir die Differentialgleichung w’(s) = sw(s), welche wieder die allgemeine

Losung w(s) = ce2®” hat. Mit dem Anfangswert folgt hier ¢ = 1—_1% und damit




Fiir die Grundcharakteristiken gilt nun

k’(S,f) [T _ %32_
(k;(s,é))_(t> = s=ux, -1+ (1+¢&e2" =t
= s=u, §:—1+(1—|—t)e_%“"2.

Setzen wir dies ein, so erhalten wir die Losung

1 1,2 e’
u(z,t) =w(s,§) = ———e2" = .
(@,8) = w(s¢) (1+t)e 2" 1+t
b) Machen wir den Ansatz u(x,t) = v(zx)w(t), so konnen wir v = 0 oder w = 0
ausschliefen, da sonst die Anfangsbedingung nicht erfiillt ist. Damit folgt auflerdem
(o(t) + 21+ D@ (t) = au(zu(t) > (1+020 =1 U1
v (x)w T v(z)w'(t) = zv(x)w —r=1-—"=.
w(t) zv(x)

Da die linke Seite nur von ¢ und die rechte nur von x abhéngt, beide Seiten aber fiir alle
(x,t) € D iibereinstimmen, hidngen beide Ausdriicke weder von = noch von t ab. Also
existiert ein A € R mit
w'(t) V()
=A=1-——=
w(t) zv(z)
Daraus ergeben sich die beiden Differentialgleichungen

V(z) = (1= Azo(z),
U},(t) = —U)(t),

(1+1)

mit den allgemeinen Losungen

v(x) = cre2 NP o e R,

w(t) = e = (1 4+ 1), ¢ eR.

Aus der Nebenbedingung folgt
1
w(0,1) = v(0)w(t) = crea(1 + 1) = T = A=lLae=1
Damit erhalten wir die Losung

22

e
t) = t) = .
(e, ) = v@yu(t) = <
Anmerkung: Ausgehend von dem Separationsansatz w(z,t) = v(xz)w(t) kénnen wir
diesen auch zuerst in die Anfangsbedingung einsetzen und erhalten daraus
1 1
0,t) =v(0)w(t) = — <= w(t) = ——.
Setzen wir dies nun in die Differentialgleichung ein, so folgt
1 1 1
V(1) ———— —2(1 + () —— = 20(2) ———— < V'(2) = 2z0(2).
( )U(O)(l +1) ( Jul )U(O)(l—l—t)2 ( )U(O)(l +t) (z) ()

Die Losung hiervon ist v(z) = v(0)e*” und daraus folgt dann ebenfalls

2

u(z, t) =

14+t
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