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Aufgabe 1

)

Die allgemeine Losung der Gleichung hat die Gestalt u = us+ c1uq + cous, wobei ug
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung und wy, us zwei linear unabhéngi-
ge Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung sind. Sind ¥, y2, y3 beliebige
Losungen, dann sehen wir, dass ihre Differenzen yo —y1, y3 —y1, y3 — y2 die zugehori-
ge homogene Gleichung 16sen. Wir rechnen aus: vy (¢) := ya(t) —y1(t) = €%, vo(t) :=
y3(t) — y2(t) = 1. Die Funktionen vy, ve 16sen die zugehorige homogene Gleichung
und sind linear unabhéngig. Damit bilden sie ein Fundamentalsystem fiir die zu-
gehorige homogene Gleichung. Nun suchen wir nach einer speziellen Losung der
inhomogenen Gleichung. Es gilt y1(t) = t* 4+ 0 - v1(t) + 0 - v2(t). Da y1,y2,y3 die
Gleichung l6sen, ist jede von diesen Funktionen eine spezielle Losung. Wir nehmen
y1 und erhalten als allgemeine Losung y(t) = t? + a + be?.

Wir bestimmen zuerst ein Fundamentalsystem fiir die dazugehérige inhomogene
Gleichung. Das charateristische Polynom lautet p(z) = 2® — 3z2* + 42° 4 82% =
2?(2® —32?+4x+8). Um das Polynom zu faktorisieren, bemerken wir, dass —1 eine
Nullstelle von 2% — 3z + 4z + 8 ist. Division durch x + 1 liefert 2® — 32? + 42+ 8 =
(x + 1)(2* — 42 + 8). Die Nullsstellen von z? — 4z + 8 errechnen sich zu 2 + 2i
und 2 — 2i. Also haben wir p(z) = 2%(z + 1)(z — (2 + 2i))(z — (2 — 2i)). Es ergibt
sich, dass ein Fundamentalsystem durch {1, z,e™%, €** cos(2z), €** sin(2z)} gegeben
ist. Nun suchen wir eine spezielle Losung. Aufgrund der Form der Inhomogenitét

machen wir den Ansatz y,(x) = ae® + bz® + cz?. Dann haben wir y§5) — 3y§4) +

4y£3) + 8y§2) = 10ae” + 6b + 6bx + 2c. Koeffizientenvergleich liefert 10a = 1 sowie
6b=1,6b+2c=0. Also folgt a = +,b = %, ¢ = —1. Die allgemeine Losung lautet

10° 2
also y(x) = ¢1 + o + cze™" + ¢4e®* cos(2x) + c5e* sin(2x) + 15e” + 32 — La2

Aufgabe 2

Wir setzen den Einsatz u(z) = e in die Gleichung ein und erhalten ¢ = 3. Damit

ist u(x) = e

3% eine Losung der Gleichung. Nun schreiben wir die Gleichung um in

Form y” — (3 + %)y’ + %y = 0. Um eine weitere Losung zu finden, verwenden wir das
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Reduktionsverfahren. Eine weitere Losung ist ndmlich gegeben durch y(z) = ¢(z)u(x),
wobei z := u’ der folgenden Gleichung geniigt:

1
(83— )z =0.
2+ ( x)z

Es folgt 2’ = (2 — 3)z und somit z(z) = exp(f(2 — 3)dz) = ze™**. Also folgt c(z) =
[2(x)dz = [xe™dz = —3(z + 5)e™ und y(z) = c(z)u(z) = —i(z + 3). Die
3z __ b

allgemeine Losung lautet also y(z) = ae 2(z+ 3) bzw. y(z) = ae’™ +b(3x + 1).

Aufgabe 3
a) Esgilt A= B+ C mit B := 3] und:

0 201
0010
¢i= 0001
0000
Wegen BC = CB gilt e*4 = e*(B+C0) = ¢2Be2C Klar: e = ¢3*1 = 3] Ferner
gilt:
0020
> |0 0 01
"= 0000
0000
000 2
0000
3 _
"= 0000
0000
C"=0,n2>4.
1 2z 22 x+ %5
1‘2
Es folgt €™ = I + 2C + $2*C? 4 $23C% = 8 (1) f z . Und damit:
0 0 0 1
1 2z 22 x+ %3
1.2
emA _ 6330 0 1 € 5
0 0 1 x
0 0 0 1
b ) Die Spalten von e** bilden ein Fundamentalsystem von y' = Ay. Also ist durch
1 2x x? T+ 9“:,)—3
z2
{e3® 8 , e’ é e {f , e 2 |} ein Fundamentalsystem von y' =
x
0 0 0 1
Ay gegeben.

— bitte wenden —



Aufgabe 4

x x
Die allgemeine Losung hat die Gestalt u(z,y,z) = w((A™ | y | )2, (A7 | v | )3), wobei
z z
1
A eine invertierbare Matrix mit | 2 | in der ersten Spalte und w eine stetig differen-
3
110 00 1
zierbare Funktion. Wir wihlen A = [2 0 1], dann gilt A™! = % 3 0 —1| und
300 0 3 =2
x z
wir erhalten A™' [y | =5 [ 3z — 2z |. Es folgt fiir die allgemeine Losung u(z,y, z) =
z 3y — 2z

w(x—3z,y—2z). Die Bedingung u(z,y, 0) = sin(zy) fiihrt auf w(z,y) = sin(zy). Somit
lautet die allgemeine Losung u(z, y, z) = sin((z — 32)(y — 22)).
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