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Ho6here Mathematik III fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlage zur Bachelor-Modulpriifung

Aufgabe 1:

(a) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine lineare, homogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten. Wir setzen

plx) = — (2+x22f;i1> (z € R).

Der Ansatz y2 = vy; (Reduktionsverfahren von d’Alembert) fiihrt auf die Differentialglei-
chung

' (z) + ' (x) (2;/1/1((;)) + p(x)) =0 (x € R).

::;r(:v)
Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir v’. Ihre allgemeine Losung
ist durch v/(z) = Ce~ /(@47 fiir 2 € R mit der freien Konstanten C' € R gegeben. Wir
berechnen
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r(z)=4—2— (x € R).

Damit gilt

/ r(z)da

>0
=22 1
y=r oot 2x—/dy
d:c:2;1—g1 Y

= 21 —log(y) = 2z — log(x? — z + 1) (x € R)

und folglich v'(z) = C(2? — z + 1)e~2? fiir x € R. Unbestimmte Integration liefert
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= —2(2+1) (z €R).

Wiedereinsetzen in den Ansatz y» = vy; und Entfernen der Konstanten liefert

yo(z) =22 +1 (x € R).

Die allgemeine Losung y der gegebenen Differentialgleichung lautet dann y(x) = Chryi(x) +
Coya(x) fir € R mit freien Konstanten C,Cs € R.
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(b) Die vorliegende Differentialgleichung ist eine Bernoullische Differentialgleichung (o = —2).
Wir setzen v = u3. Dann ist v = 3u?u’. Damit gehen wir in die Differentialgleichung ein

t
!/
w(t)+2tu(t) — —5—
(1) +20(t) ~ s
Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir v. Eine partikuldre Losung
vp(t) = 5 fiir t € R ist durch ,scharfes Hinsehen”™zu erraten (alternativ berechnet man
sie durch die Variation-der-Konstanten-Formel).

=0 < 3u?(t)u/ () +6tu’(t) — 3t = OLeftrightarrowy’ (t)+6tv(t) = 3t.

Die Losung der homogenen Gleichung ist durch
op(t) = Ce 01t = Ce ¥ (teR)
gegeben, wobei C' € R eine freie Konstante ist. Damit ist
1
mw:wﬁ%HMQ:CJW+5 (t € R)

die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir v.

Die Anfangsbedingung u(0) = 1 liefert v(0) = u?(0) = 1. Damit wird die Konstante C = %
festgelegt. Riicktransformation liefert

mw:3mwzﬁei;4 (t €R).

Aufgabe 2:
(a) Sei
P(z,y) =2z -3y, Qz,y):=2y—3x V(z,y) € R2.
Es gilt
oP B B @ 9

Folglich ist die vorliegende Differentialgleichung exakt auf R?. Wir bestimmen nun eine

Stammfunktion F' des Gradientenfeldes VF' = <g> Es gilt

Flz,y) = / P(z,y)dz + pa(y) = / 2 — 3ydz + pa(y) = 2% — 3ay + (),

F(z,y) = /Q(:c, y)dy + p1(x) = /2y — 3zdy + p1(z) = y? — 3zy + ¢1(2) (z,y) € R

Die Wahl o1 (z) = 22, p2(y) = y? fiir 2,y € R liefert eine gesuchte Stammfunktion
F(zx,y) = 2* — 3zy + ¢° (z,y) € R2.
Durch die Anfangsbedingung ist die Losung in impliziter Form durch
22 — 3zy +y? = F(x,y) = const = F(0,2) =4

gegeben. Auflésen dieser Gleichung nach y liefert

3 9 3 52
y(:v)zixi\/1x2—x2+4:§xi\/%+4.

Die zwei Losungen schneiden sich nicht. Wegen der Anfangsbedingung, muss

2
y(:):):gw—i— 5%—1—4 Ve e R

gelten.



(b) Die vorliegende Differentialgleichung ist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Ihr charakteristisches Polynom lautet

p(AN) =X -22=X)1-2) (Ae€O).
Folglich bilden
y(z) =1, yp(z) =€* (r € R)

ein Fundamentalsystem fiir die zugehorige homogene Gleichung.

Wir setzen fi(z) = —2z, fo(x) = sin(2z) fir alle z € R und suchen partikuldre Losungen
fiir die Inhomogenitédten fi; bzw. fs separat.

o fi: Esist
fi(x) = =22 = q(x)e?” cos(wx) (x € R),

wobei ¢(z) = —2z ein Polynom ersten Grades und o + iw = 0 eine einfache Nullstelle
des charakteristischen Polynoms ist. Folglich lautet der Ansatz von der Form der
rechten Seite

y]gl)(af:) = z(ag + a12) = apx + ayz* (x € R).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

u" (@) =2y (0) = fi(@) & 201 —2a0 — darz = 20
Koeff.—grgleich —4a; = -2 A 2ay —2ag=0

N ag=a3 = —.

1
a1:§

Folglich ist y}(x) = % fiir alle z € R.
o fo: Esist
fa(x) = sin(2z) = q(z)e”” sin(wx) (x € R),
wobei ¢(z) = 1 ein Polynom nullten Grades und o + iw = 2i keine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms ist. Folglich lautet der Ansatz von der Form der rechten

Seite
y[(?) (z) = (ap cos(2z) + ay sin(2x)) (x € R).

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

yP" (@)~ 2 @) = fol)
< —4ag cos(2z) — 4ay sin(2z) + 4agsin(2x) — 4a; cos(2x) = sin(2z)
Roel Z et _gag —day =0 A —day +dag = 1
1
ag = —a1 AN CL():g.

Folglich ist y2(x) = +(cos(2z) — sin(2x)) fiir alle z € R.
Insgesamt ist

M+1(cos(21’)—81n(2$)) ($ € R)

y(@) = Cry1(2)+Cayz(2)+ySH (2) +yP) (2) = C1+Cae®+ 5 3

die allgemeine Losung der Differentialgleichung mit freien Konstanten Cq,Cy € R.



Aufgabe 3:

Wir setzen
1 00 0 0 0 0 0 0
D=0 2 0], N:=|0 0 3 und beobachten DN =10 0 6| =ND.
0 0 2 0 -3 0 0 —6 0
Dann ist A = D + N und et = e/P+N) = ¢tDetN fiir alle t € R. Ferner gilt
. ik 10 0\" < g (100 okt 0 0
— _ — _ — o ttok
Y mlo 2 o= o o 0
=\ 02/ =" \o o 2 0 0 Yo w2t
ok 0 0 ¢ 0 0
= 0 o, et 0 =0 e o
o T mmp) oo
Wir berechnen weiter
0 O 0 0 0 0 000
N2=10 =9 0 |=(-13%|0 1 0] = N*=(-DF3%*[0 1 0] (keN),
0O 0 -9 0 0 1 0 0 1
0 0 O
= N — (k3% o 0 1] (keNp).
0 -1 0
Damit folgt
N ok o F ok T S N RN
= S LNt =g CNF =T N N
¢ il 27 2 ™ T2 @)
k=0 k=1 k=1 k=0
o0 0 00 oo 0 0 O
-1 k32kt2k -1 k32k+1t2k+1
- 13+Z( )2k' 01 0|+ ( )% o 0 0 1
) 00 1) i GEtD 0 -1 0
-1 0 0 00 0 0 0 oo 0 0 O
(_1)k(3t)2k 3t 2k+1
= |0 00]+) ~—=+—[010 +Z 0 0 1
!
0 00/ i GO \oo1) i %“ 0 -1 0
-1 0 0 0 00 0 0 0 1 0 0
= 0 0 Of+cos(3t)[0 1 0] +sin3t)|0 0 1] =|[0 -cos(3t) sin(3t)
0 00 00 1 0 -1 0 0 —sin(3t) cos(3t)
Ausfithren des Matrixproduktes liefert
et 0 0
et =ePe!N = | 0 2 cos(?)t) 2t sin(3t)

0 —e*sin(3t) e? cos(3t)

fir alle t € R.

Variation-der-Konstanten-Formel liefert

t

y(t) = ey (0) + etA/ e ™Ab(7)dr
S~—— 0
=wyn(t)

yp(t)



fiir alle ¢ € R. Demnach
0
yp(t) = e?t cos(3t) |,
—e? sin(3t)

. [e T 0 0 e’
yp(t) = etA/ 0 e 27cos(37) —e ¥sin(37) —2cos(37) | dr
0 0 e ?sin(37) e 2" cos(37) 2sin(37)
—27

e . 6727'
= 4 —2e727(cos?(37) + sin?(37)) dr = t4 —2e727 | dr
/0 (262T(COS(3T) (37))) /0 ( 0 )

sin(37) — sin(37) cos

1—62*” et 0 0 1—6272’& sinh(t)
= e e 21 =0 e*cos(3t) eXsin3t) | [e2—1] =1 —-e*)cos(3t) ],
0 0 —e*sin(3t) e? cos(3t) 0 (€2t — 1) sin(3t)

sinh(t)
y(t) = yn(t) +yp(t) = ( cos(3t) ) (t € R).
— sin(3t)

Aufgabe 4:

(a) Wir setzen

Das charakteristische System k(s)" = a(k(s),w(s)), w’ = b(k(s),w(s)) lautet dann
k1 (s) ki(s), (1
kh(s) = 1, (2
w'(s) = ka(s)w(s) (sel) (3
mit den Anfangsbedingungen
k1(0) = o, (4)
k2(0) = 0, (5)
w(0) = wu(k(0)) = 23 (xo € R). (6)

Die Differentialgleichungen , liefern zusammen mit den Anfangswerten , die
Grundcharakteristiken

ki(s) = woe’, (7)
ka(s) = s (s € R). (8)

Einsetzen von in liefert mit dem Anfangswert @ das Anfangswertproblem
w'(s) = sw(s), w(0)=z2>0 (s € R)

in getrennten Verdnderlichen. Fiir zg = 0 ist w = 0. Fiir ¢ # 0 16st man zunéchst formal

w(s) s
dw = swwldwzsds«/»/ 1dn:/ &d¢
s w g 0
x2>0 w(s) s? 57 2
= fog(Inl)], =, = 5 < log(lw(s)]) = 3 + log(xp)
92
& |w(s)] = zier (s € R).



52
Wegen des Anfangswertes w(0) = x3 > 0 ist w(s) = x3e2 fiir alle s € R. Insbesondere ist
w(s) # 0 fiir alle s € R, was im Nachhinein die Trennung der Verdnderlichen rechtfertigt.

Zum gegebenen x > 0 und ¢ € R versucht man nun die Gleichung (x,t) = k(s) = k(s, zo)
nach (s, xo) aufzuldsen. Es gilt

k(‘g?mO) = (.I',t)
Saegef=x AN s=t
= zet A s=t.
Damit folgt
52 2
u(z,t) = w(s,z0) = z2e? = g2e7 2ty ((z,t) € R?).

Einsetzen des gegeben Ansatzes in die Differentialgleichung liefert

wt _ et oy

—w2e¥ly(z) — 220" (z)e & 22" (z) + wo(z) = 0.

Dies ist eine Eulersche Differentialgleichung. Deshalb fithren die Substitutionen z = e?,
u(s) = v(e®) und folglich u'(s) = e*v/(e*) = xv/(x), u”’(s) = 0" (&%) + eV (e®) = 220" (z)+

xv'(z) auf die lineare, homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten fiir u

u(s) — ' (s) + w?u(s) = 0.

Das charakteristische Polynom dieser Gleichung lautet

pAN) =X -A+w?  (AeC)

und hat die Nullstellen A\ = % — w2 =1 N = % +iy/w? — i. Folglich ist die allgemeine

Losung der Gleichung fiir u durch
u(s) = Cye? cos (\/ 4w? — 1;) + Cye? sin (\/ 4w? — 1;) (s e R)

mit freien Konstanten C7,Cy € R gegeben. Resubstitution von s = log(z) liefert

o(z) = C1 /i cos (mlg;)) + Co/Tsin (mlg;)) (x> 0),
bzw.x

u(z,t) = vty <C’1 cos (\/ 4w? — 1log (\/§)>
+ Oy sin (\/4w2—llog (\/a?))) (x>0,teR).

http://www.math.kit.edu/ianal /lehre/hm3phys2014w/
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