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Aufgabe 1 (5 + 5 Punkte)

a)

b)

Hinweis: Eine Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch y;(x) = e*.

Geben Sie die Losungen der Differentialgleichung

(I+z+y)de+ (1 —2—y)dy =0,
in impliziter Form an. Benutzen Sie dazu einen Eulerschen Multiplikator, der nur von
x — y abhéngt.

Losungsvorschlag: Ist p(z — y) ein solcher Eulerscher Multiplikator dann

S ua = )1+ 2 4+) = 2 ule =)L — o))

oder
(@ —y)A+r+y) +plx—y) =px—-y)1—-2—y) —px—y),
oder
2u(z —y) =24/ (x — y),

was den Eulerschen Multiplikator e*~¥ liefert. Deshalb bekommen wir die exakte Glei-
chung

V(14 r+y)de+ e V(1 -z —y)dy = 0.
Wir suchen jetzt eine Funktion F(z,y) mit Fy(z,y) = e Y(1 + z +y) und Fy(z,y) =
e’ Y(1 —x —y). Das gibt

F(z,y) = /ex_y(l + 4+ y)de = e_y/ex(l + 2+ y)dz.

Mit partieller Integration, wobei y als Konstante behandelt wird, bekommt man

/e“”(l +x+4y)dr=e(l1+x+y)— /e””:dx.
Das gibt
F(z,y) = e ¥(z +y) + c(y).

Da
Fy(z,y) = ="z +y) + eV +d(y) = V(1 -z —y),

bekommen wir ¢/(y) = 0. Deshalb ist F'(x,y) = ¢* ¥(z + y) ein geegnetes Potential und
die impliziten Losungen werden durch e*~¥(z + y) = C,C € R gegeben.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

(x4 1Dy"(z) — Bz +4)y'(x) + (22 + 3)y(x) =0, = >0.

x



Losungsvorschlag: Der Ansatz ys(x) = ev(z) fiir eine zweite Losung der Differentialglei-
chung fithrt zu der Gleichung

(z+1)(e"0" (z)+2(e*) V' (x)+(e*) v(x))— (3z+4) (v (x)+(e®) v(z))+(2x+3)e*v(z) =0, x> 0.
Und da e” eine Losung der Differentialgleichung ist, bekommen wir
(x+ 1)(e*0"(x) + 2" (2)) — (3z + 4)e™' (z) =0, x>0,

oder wenn man vereinfacht

Vv'(x) = (1 + ) Vv'(x), = >0.

rz+1

Das gibt v'(z) = e (F21)% ynd eine mogliche Wahl von o' ist v/(x) = e 0+2) = (2 + 1)e”
Deshalb bekommen wir mit partieller Integration v(z) = [(z + 1)e*dz = [(z + 1)(e*) dx =
(z + 1)e* — [(z + 1)e*dz = ze” + ¢, wobei die Konstante ¢ Null gewéhlt werden kann.
Deshalb ist eine zweite Losung der Differentialgleichung y(z) = e*v(z) = ze**. Also lautet
die allgemeine Losung der Differentialgleichung y(z) = Ce® + Cyze®, C1,Cy € R.

Aufgabe 2 (7 + 3 Punkte)

Gegeben sei das Anfangswertproblem

)~ o) § syle) = sinfe), e < R
y(0) = 0,y'(0) = 42,

das mit einem Potenzreihenansatz y(z) = > - a,z" 16sbar ist.

a) Finden Sie mit Hilfe des Potenzreihenansatzes eine Rekursionsformel fiir die ungeraden
Koeffizienten agx.3 in Abhéngigkeit von agy1 (B € N U {0}). Geben Sie a; und die
geraden Koeffizienten ag;, (K € NU {0}), explizit an.

Hinweis: Ubersehen Sie nicht, dass obige Differentialgleichung inhomogen ist.

Losungsvorschlag: Da y(z) = Y > a,z", bekommen wir y'(z) = > 7 na,z"* und

deshalb .
na
g = =32
n=0
Ferner haben wir
y'(x) = Zn(n —Da,z"? = Z(n +2)(n + 1)ans22™,

n=2 n=0

und die Sinusreihe lautet -
. 2+
sin(a) = > (-1) (2k + 1)

Deshalb bekommen wir

o0

> ((n 420+ Do = 552+ 5 )2 = ()

n=0 k=0



Fiir n = 2k, k € NU {0}, erhalten wir (2k + 2)(2k + 1)ag4o — 222k + %2k = () oder

(Qk — 1)a2k
5 .

Da aber ag = y(0) = 0, folgt, dass agr = 0 fiir alle K € NU{0}. Wenn n =2k + 1,k €

N U {0} bekommen wir (2k + 3)(2k + 2)ags — ZH0ke 4 226 — LU oder

(2]{3 + 2)(2k' + 1)a2k+2 =

kask41 (—1)k
2k +3)(2k+2)  (2k+ 3)!

ke NU{0}. (1)

A2k43 =

SchlieBlich gilt a; = y/(0) = 42.

b) Zeigen Sie, dass die ungeraden Koeffizienten ab az gegeben sind durch

k
Aztet3 = 2k+3 ,Z vk € NU{0}.
=0

Losungsvorschlag: Wir zeigen das mit Induktion. Fiir £ = 0 bekommen wir mit Ver-
wendung der Formel (1)

G R
9= —(2-0+3)!;

also stimmt die Aussage fiir £ = 0. Wir nehmen jetzt an, dass die Aussage fiir ein
beliebiges aber festes k € NU {0} wahr ist. Zu zeigen ist, dass

k?—l—l k+1

2k+5'

A2k 45 =

In der Tat bekommen wir wegen (1)

(k + 1)aokss (—1)kH
A2k+5 =
2k +5)(2k +4) | (2k+5)

was wegen der Induktionsannahme gibt

L (e

k
2k+5 = 2k;+5 'lz T ok

—D', (kD (DM < (
B 2k+5'z Tk D) 2/~c+5'z

was zu zeigen war. Deshalb stimmt die Aussage fiir alle £ € N U {0}.

Aufgabe 3 (5 + 2 4+ 3 Punkte)

0 1 0
a) Gegeben sei die Matrix A:= [ 0 —1 —1] . Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem
1 1 2

von ' = Ay.



b)

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass det(A—A) = —(A—1)2(A+1),\ € R,
wobei I die Einheitsmatrix in R3*3 ist.

Losungsvorschlag:
1 1 0 V1
(A+1=0 0O 0 -1 v | =0 < vy +vy =0 und v3 = 0.
1 1 3 V3
1 1
Das liefert den Eigenvektor | —1 | und deshalb die Losung ¢, (t) = e " | —1
0 0
—1 1 0 V1
(A—1 =0 <~ 0o -2 -1 vy | =0 <= —v;+vy =0 und —2vy—v3 = 0.
1 1 1 U3
1 1
Das liefert die den Eigenvektor 1 | und deshalb die Losung ¢o(t) = € 1
—2 —2

Da es keinen anderen linear unabhéngingen Eigenvektor gibt, aber die algebraische Viel-
fachheit des Eigenwertes 2 ist, miissen wir eine zusétzliche Losung finden. Dafiir 16sen
wir die Gleichung

1 -1 1 0 wy 1
A-Di=1| 1| = 0o -2 -1 wy | = 1
-2 1 1 1 w3 —2
Da die zweite Komponente des FEigenvektors nicht Null ist, kann ws = 0 gewéhlt werden.
-1
Das fithrt zu w; = —1 und w3 = —1 also W = 0 |. Das liefert die Losung
-1
-1 1 -1+t
$3(t) = e' (W + (A — Itw) = €' 0]+t 1 = t
-1 —2 —1 -2t

Die funktionen ¢;, j = 1,2, 3 bilden ein Fundamentalsystem von g’ = Ay.

Uberfithren Sie das Differentialgleichungssystem

{w;'u) = —w}(t) — wy(t)

wh(t) = wi(t) + wi(t) + 2we(t)

(2)

fir ¢ € R in das System erster Ordnung aus Teil a). Geben Sie dann die allgemeine
Losung des Differentialgleichungssystems (2) an.

Losungsvorschlag: Wir fithren die Variable v = w] ein. Dann bekommen wir

w) =0 w) =v
vV =w! = —w] —wy = —v — wsy < V' = —v—wy
why = wq (t) + wi(t) + 2wy (t) = wy + v + 2we wh = w1 + v + 2w
w1 ' 0 1 0 w1
— v =10 -1 -1 v

Wa 1 1 2 Wo



was dem Differentialgleichungssystem aus Teil a) entspricht. Die allgemeine Losung da-
von ist wegen des Teiles a)

w, 3 1 1 14t
vl = Z Cipj(t) = Cre™ | =1 +Che’ | 1 | +Cse’ t
Wa j=1 0 —2 —1-2t

Deshalb lautet die allgemeine Losung von (2)

wl(t) = Cle_t + Cget + Cget(—l + t)
wg(t) = —202€t - 03(1 + 2t>€t

c) Gegeben sei die Matrix B = (_01 (1]) . Berechnen Sie ¢"© mit Hilfe der Definition der

Matrixexponentialfunktion durch eine Reihe.

Loésungsvorschlag: Man berechnet B? = —1. Daraus folgt B* = (—1)*I und B?**! =
(—1)*B. Deshalb gilt

"B N 1B SN PRI Bk {2k (— (2R (1)
e :,;W*,;W:f; 45 Z )
Also
e'® = I cos(t) + Bsin(t) = (_C(;Sr(lg) EE;E?)) '
Das gibt

Sl

) |

o= (5 - (B

Aufgabe 4 ( 8 + 2 Punkte)

Wir betrachten das Randwertproblem

Opu(x,t) = Opzu(z,t), x e (0,m), t>0,
u(0,t) = u,(0,t), w(m t)=uy(mt), t>0.
a) Bestimmen Sie alle beschriankten Losungen des Randwertproblems in separierter Form
u(z,t) = v(x)w(t). Benutzen Sie dazu den erwihnten Separationsansatz und schrianken
Sie die moglichen Losungen zunéchst anhand von w mit Hilfe der Beschidnktheit von w
in (0, 00) ein.

Losungsvorschlag: Der Separationsansatz fiihrt zur Gleichung w'(t)v(z) = w(t)v”(z)

oder Tt)) = "((“3) Da die linke Seite nur von ¢ und die Rechte nur von = abhéngt, miissen

beide gleich einer Konstante d € R sein. Also

Die Losung von w'(t) = dw(t) lautet w(t) = Ce® und diese Lésung ist nur dann in
(0, 00) beschrénkt, wenn d < 0. Deshalb betrachten wir den Fall d > 0 nicht.



b)

Fall 1: d = 0. Dann bekommen wir v”(z) = 0 oder v(z) = Cz + D. Aber die Randbe-
dingungen geben v(0) = v'(0) = D = C und v(w) = v'(71) = Cn+ D = C. Aus
den letzten zwei Gleichungen folgt, dass C' = D = 0 deshalb ist v(z) = 0 und der Fall
d = 0 liefert keine nicht triviale Lésung.

Fall 2: d < 0. Dann setzen wir d = —k?, k > 0 und bekommen wir v"(z) + k*v(z) = 0.
Das hat die allgemeine Losung v(x) = C cos(kx) 4+ D sin(kz). Da v'(x) = —Cksin(kz) +
Dk cos(kx) bekommen wir

v(0) =v'(0) = C =kD
und v(m) = V() zusammen mit C' = kD gibt
kD cos(km) + Dsin(kn) = —k*Dsin(kxz) + Dk cos(kx)

oder

D(1 + k?)sin(kr) = 0.
Da aber C' = kD ist, muss fiir eine Losung v, die nicht Null ist, D # 0 gelten und
da (1 + k?) # 0, bekommen wir sin(kw) = 0. Das liefert £ € N und die Losungen
vg(x) = keos(kz) +sin(kz). Somit gilt wy,(t) = Cre ¥ und die separierten beschréinkten
Losungen lauten Cie ¥ (k cos(kx) + sin(z)), k € N.

Losen Sie das obige Randwertproblem mit der zusétzlichen Anfangsbedingung
u(x,0) = sin(z) + cos(z), x € [0,7].

Losungsvorschlag: Einsetzen von ¢t = 0 in die Losungen aus Teil a) ergibt die richtige
Losung fiir K = 1,0y, = 1, also e “(cos(z) + sin(x)). Man kann aber diesen Teil auch
ohne Teil a) losen: Der Ansatz u(z,t) = w(t)(cos(x) + sin(x)) fithrt zur Gleichung
w'(t) = —w(t) und daraus folgt, dass w(t) = Ce™". Dies liefert u(z,t) = Ce *(cos(x) +
sin(x)). Die Anfangsbedingung gibt nun C' = 1. Man kann auch {iberpriifen, dass die
Randbedingungen erfiihlt sind. Deshalb ist

u(x,t) = e *(cos(x) + sin(z))

die Losung des Anfangswertproblems.



