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Modulpriifung - Losungsvorschlige

Aufgabe 1 (6+4=10 Punkte)
(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Euler-Differentialgleichung
X’y (x) —6y(x) =3, x>0, (1)
mithilfe einer geeigneten Substitution.

(b) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem
Y =l y©0=-1

unendlich viele Losungen y € B!(R) besitzt und geben Sie diese explizit an.

LOSUNGSVORSCHLAG:

(a) Da es sich um eine Euler-Differentialgleichung handelt, substituieren wir x = ¢, ¢t € R, und
fiihren die Funktion z : R — R, ¢ + z(¢) := y(e') ein. Dann gilt

Z'(t) = e'y'(e")
Z”(l’) — eZty//(et) + ety/(et)
Zw(t) — e3ty///(et) + 362ty//(et) + ety/(et)‘

Damit geht die Differentialgleichung (1)) tiber in die lineare inhomogene Differentialgleichung 3.
Ordnung mit konstanten Koefhzienten

z"(t) = 32"(t)+2z'(t) - 6z(t) =3, teR. (2)
Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung (2)) ist gegeben durch
p()=2> =322 +21 6.

Man sieht leicht, dass 41 = 3 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. Polynomdivision
liefert dann die Linearfaktorzerlegung

p() = (1 =3) (A2 +2) = (1 =3)(A +iV2) (2 —iV2).

Der Losungsraum &£, der homogenen Differentialgleichung z”” — 32" + 2z’ — 6z = 0 ist damit

<), = span {e3t,cos (\/zt) ,sin (\/Et)} )
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Eine partikuldre Losung der Differentialgleichung (2] findet man durch den Ansatz z,(t) = ¢ € R.
Einsetzen liefert

und somit z,(¢) = —3. Die allgemeine Lésung von (2) ist also gegeben durch

c1,¢2,¢c3 € R,

) 1
z(t) = c1e3t + ¢ cos (\/Et) + c3s1n (\/Et) ~ 5

Riicktransformation liefert als allgemeine Losung der Differentialgleichung (1) fiir x > 0:

1
y(x) = z(Inx) = ¢1x + ¢y cos (\/zln(x)) + ¢3sin (\/zln(x)) -5
mit Konstanten c1, ¢2, ¢35 € R.

Die Differentialgleichung ist vom Typ “getrennte Verinderliche”. Wir konnen daher die Lsung
implizit bestimmen tiber
7 d
L=

Zur Berechnung unterscheiden wir die Fille y < 0,y =0, undy > 0. Es gilt fiiry < 0

Y dp
X = —— =-2\/-y+2,
N

also y(x) = — (1 - %)2 Fiir y = 0 haben wir

Odﬂ_z

\/_

und damit fiir y > 0

ydn °dn ydn
X = - 1224240
/ W= Y \A

Es folgt y(x) = (1 - %)2

Man beobachte nun, dass die konstante Funktion y = 0 eine Losung der Differentialgleichung
ist, die aber die Anfangsbedingung nicht erfiillt. Trotzdem kdnnen die beiden oben erhaltenen
Losungen durch ein beliebig langes Intervall, auf dem die Losung konstant null ist, verbunden
werden. Sei dazu @ > 0 ein Parameter. Dann gibt es die Schar von Losungen

-(1-3), x=<2
Ya(x) =10, 2<x<2(1+a), a > 0.

(1+a-%)? x>2(1+a),



Aufgabe 2 (1+4+3+2=10 Punkte)
Auf der Menge D = {(x,y) € R? : x > 0,y > 0} werde die Differentialgleichung

(xy? +9y)dx — (xInx)dy =0 (3)
betrachtet.
(a) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung (3 nicht exakt ist.

(b) Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor ¢ : D — R\ {0} der Form u(x,y) = %y" mit
geeignetem @ € R.

(c) Geben Sie die Losungen der Differentialgleichung (3)) in impliziter Form an.
(d) Bestimmen Sie explizit diejenige Losung y = y(x) mit y(e) = 1 und geben Sie das maximale

Existenzintervall dieser Losung an.

LOSUNGSVORSCHLAG:

(a) Wir definieren die Funktionen P,Q : D — R,
P(x,y) = xy* +y, Q(x.y) = —xInx

mit partiellen Ableitungen

—1-lnx
2xy + 1 '

2
vmx,y):( ‘ ) VQ<x,y)=( 0
Das Gebiet D ist offensichtlich konvex und damit einfach zusammenhingend. Wegen 0,Q = 9, P

genau dann, wenn

24 1Inx
2x

-1-lnx=2xy+1, & y=-

B

gibt es keine offene Teilmenge von D, auf der die Exaktheitsbedingung 0,Q = 0, P erfiillt ist.
Damit ist die Differentialgleichung nicht exakt.

(b) Der Parameter @ € R muss so gewdhlt werden, dass

Ox(uQ) = 8y(uP) auf D

gilt. Daraus erhilt man mit

]

Viulx,y) = (}y_)
und
0:(1Q) = (0xp)Q + p(9:Q)
3y(uP) = (3yu)P + (9 P)
die Gleichung
ya ya a-1 a

xlnx ——(1+Inx) = ¢

X X

= (32 +3)+=@xy + 1), (x.7) € D.



(c)

(d)

Vereinfachung der Gleichung liefert die Bedingung

a

(+2) (y— + ya“) =0 firalle(x,y) € D,
x

und somit @ = 2. Es st also u(x,y) = x—;z ein integrierender Faktor fiir die Differentialgleichung

(B]) auf D.

Aus Aufgabenteil (b) wissen wir, dass die Differentialgleichung (uP)dx + (uQ)y = 0 exakt auf
dem einfach zusammenhingenden Gebiet D ist. Insbesondere existiert ein Potential @ : D — R

mit VO = pu (g) und die Losungen der Differentialgleichung (3 sind implizit gegeben durch

Hohenlinien des Potentials, d.h.
D(x,y)=C, CeR, (x,y9)eD.

Integration der Gleichungen

1
OxD(x,y) = u(x,y)P(x,y) =1+ E’

Inx

9y @(x,y) = p(x,y)Q(x,y) = _y_2

liefert dann eine Potentialfunktion
|
D(x,y) =x + n_x.
Y

Zusammenfassend sind die Losungen der Differentialgleichung (3)) also implizit gegeben durch

lnx

+7:C, CER, (x,y)ED.

Um die Lésung der Differentialgleichung (3) mit y(e) = 1 zu finden, miissen wir diejenige
Losungskurve bestimmen, welche durch den Punkt (e,e™) € D geht. Einsetzen in das Potential
liefert

D((e,e ™)) = e+ IHTT = 2e,
e

damit ist die Lésung durch (e, e™!) implizit gegeben durch

|
x+n—x:26.

y
Auflésen nach y fithrt schliefflich auf

Inx

y(x) = 2e —x

mit maximalem Existenzintervall x € (1,2e) 3 e. Man beachte die untere Intervallgrenze x > 1,
da die Losungskurve fiir x € (0, 1) das Gebiet D verlisst (hier gilt y < 0)!






Aufgabe 3 ((1+5+1)+3=10 Punkte)
(a) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
£1(0) = x1(8) - x2(0)
xX2(t) = —x1(2) + x2(2).

R2><2

(i) Schreiben Sie das System in der Form X = AX mit einer Matrix A € und der

xl(t)).

vektorwertigen Funktion X(t) = ( (1)
2

(ii) Berechnen Sie die Matrix e*4.

ZUr KoNTROLLE: Die Matrix A besitzt die Eigenwerte 0 und 2.

(iii) Geben Sie die allgemeine Lésung des Differentialgleichungssystems X = A% an.

(b) Sei B € R¥4 J > 2, eine Matrix mit Eigenvektor 7 € R? \ {0} zum Eigenwert 1 € C.
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

5(t) = By(t) + 13, §(1) = (8) ,

LOSUNGSVORSCHLAG:

(a) (1) Esist
5 1 -1\ (1 -1
x—(_l 1)x, also A—(_1 1).
(i1) Die Matrix A hat die Eigenwerte 4; = 0 und A, = 2. Dies sieht man direkt aus
det(A — AT) = det (1_‘1”‘ 1‘_11) (1= AP =1=A(1-2).
Die entsprechenden (normierten) Eigenvektoren sind

=) war nt am (1)
vl = —= Zu A1 un Uy = — u Aj.
V2 \1 V2 \~1

Setzt man S = (91 0,), soist ™! = ST = §, da die Spalten von § ein Orthonormalsystem
von R? bilden. Es gilt (man bemerke, dass S symmetrisch ist)

A=SDS\(=SDS) mit D= (g g) .

Insbesondere ist dann

® Lk ® Lk
etA — etSDS_ — Z %(SDS_l)k = (Z %Dk) S—l — SetDs—l =S (é egt) S_l.
k=0 """ k=0 "

Multiplikation der Matrizen, unter Verwendung von S~ = § liefert

etA_1(1+e2f 1—e2f).

_E 1—e?t 142



ALTERNATIV: Man berechnet A% = 2A, und damit A* = 28714 fiir alle £ > 1. Aus der
Definition des Matrixexponentials folgt

4 © tk L © tk L © tk2k"1
e :;EA :1+;EA :1+kZ - A
=0 =1 =1

(o)

1 tk2k 1 . 1(1+e2 1-¢%
_1+—;—k! A=-(+e A)_E(l_e% Lo

(iii) Ein Losungsfundamentalsystem des homogenen Differentialgleichungssystems ¥ = A%
ist gegeben durch die Spalten von ¢4, also lisst sich die allgemeine Losung des Systems

schreiben als
x(t) =c (1 ETY =4 PUNDET PN R,
beziehungsweise vereinfacht

1

2(1) = dy (1) +de? (_ 1

) = dle/llt‘al + dze/lzt‘ljz, dl,dz € R.

(b) Wir verwenden die “Variation der Konstanten”-Formel und erhalten also Losung fiir A # 0:

t t t
y(r) = V(1) + / 9B (s5) ds = / set™Bg5ds = / set=)15 ds
1 1 1

t —
= / se M ds| et T = |- tA -1 +e ! A+l ety
1 e JE:

A2 A2

Hierbei wurde verwendet, dass mit partieller Integration gilt:

t t 1 t t 1 t
/ se B ds = [—ie_ﬂs] + —/ e ds = [—ie_ﬂs] +|——=e
1 A 1 A 1 A 1 AZ 1
t 1 1 1 A-1 A+1
L VL BN I N I B I a
A A A2 A2 A2 A2

Fir A =0 ist




Aufgabe 4 (6+4=10 Punkte)

(a) EsseiU = {(x,y) € R?:x >0,y >0} und I = {(x,y) € R?: x > 0, = 0}. Bestimmen Sie die
Losung des Randwertproblems

xOyu —yoxu =u in U,
uw=g auf T,

mit g € B1((0, )) mithilfe des Charakteristikenverfahrens.
HINWELS: ; 0 —1}| _(cost —sint
NWESTEXP N1 o )| T \sint  cost |-
(b) Betrachten Sie das folgende Randwertproblem fiir die Wirmeleitungsgleichung mit Quellterm

Oru(t,x) = (9,%%(@ x) — m?u(t, x), (t,x) € (0,00) x (0, 27),
u(t,0) = u(t,2m) =0, t > 0.

Zeigen Sie, dass fiir nicht-triviale Losungen #(t, x) = e **v(x) der Parameter y von der Form

u=Fr+m? keN,

seln muss.

LOSUNGSVORSCHLAG:

(a) Bei der partiellen Differentialgleichung handelt es sich um eine quasilineare partielle Differential-

gleichung erster Ordnung
(_y ) Vu=u
x

auf dem oberen Quadranten U. Die charakteristischen Differentialgleichungen sind gegeben durch

o =ro=(740). ah yo- (] ) @

fiir eine Kurve y : (0,7) — U, sowie die Differentialgleichung

w'(t) = w(t) (5)

tiir die Funktion w(t) = u(y(t)).

Die Randbedingung ist auf der Halbachse I = {(£,0) : ¢ > 0} gegeben. Daraus liest man die
Anfangsdaten

Y01 = (5], wnd wO) = ur0) = 46,0 = 90

ab.

Die Losung des Systems (4)) fiir y erhilt man ganz leicht mit dem Hinweis,

ro=eo| ([ 5] o=(50 ) (6)=¢ ()



Es handelt sich dabei um die Parametrisierung einer Kreislinie um den Ursprung mit Radius
& > 0. Damit die Kurve y das Gebiet U nicht verldsst, muss also ¢ € (0, 7/2) gelten.

Weiter liest man aus der Differentialgleichung (5)) fiir w mit Anfangsdatum w(0) = ¢(¢), & > 0,
die Losung

w(t) = e'w(0) = e’ 4(£)
ab.

Die Losung # des Randwertproblems erhilt man nun, indem man zu einem beliebigen Punkt
(x,y) € U die entsprechende charakteristische Kurve findet, welche durch (x, y) lauft. Diese
erhilt man durch Invertieren der Gleichungen

_ X
y(t) = (y)

Da es sich bei der Kurve y um die Parametrisierung eines Viertelkreises mit Radius ¢ handelt,
findet man direkt (Polarkoordinaten!)

E=x2+92>0, und t= arctan 2 € (0,7/2).
x

Damit erhilt man schliefflich die Losung

u(x,y) =g (,/xz + yz) eaman%, (x,y) e U.

Einsetzen des Separationsansatzes in die partielle Differentialgleichung liefert die Differentialglei-
chung

v”(x) + (u—mHov(x) =0, x € (0,2n)
fiir die Funktion v, mit der allgemeinen Losung
Asin (\/,u—mzx) +Bcos( ,u—mzx), u>m?

v(x)=4Cx + D, u=m?

E sinh (\/mx) + F cosh (\/mz - ,ux) , U< m?

mit Konstanten A, B,C, D, E,F € R.
Die Randbedingung an # liefert die Randbedingung v(0) = v(27) = 0 fiir v. Diese kann

im Fall u < m? und im Fall 4 = m? nur durch die triviale Funktion v = 0 erfiillt werden
(C =D =E =F =0).ImFall g4 > m? erhalten wir v(0) = B = 0 und damit
v(2n) = Asin (271\/;1 - mz) ,

was nur dann moglich ist falls A = 0 (triviale Losung) oder

Vu-m?2eN, dh p=m?+k, ke N
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