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Aufgabe 1 (12 + 8 = 20 Punkte)

(a) Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem
ey’ +ay —y =0,
y(1) =2,
y'(1) = —1.

Bestimmen Sie den Typ und die allgemeine Losung der obigen Differentialgleichung auf (0,00) und geben Sie
anschliefend die Losung des zugehorigen Anfangswertproblemes an.

o0
(b) Machen Sie einen Potenzreihenansatz y(x) = Zo cn @™ mit Koeffizienten (), oy, C R fiir das Anfangswertproblem
n=

y// +x2y’+2xy =0,
y(0) =1,
y'(0) =0.

Vereinfachen Sie ihre Losung.

Loésung von Aufgabe 1

(a) Typ der Differentialgleichung: Es handelt sich hierbei um eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit variablen Koeffizienten, genauer ist es von der Form her eine homogene Eulersche Differentialgleichung.
Schritt 0. Substitution zur Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten: Wir substituieren z = e! und
v(t) = y ('), so gilt fiir die Ableitungen:

’U/l(t) — ety/ (et) + e21‘,y// (et) _ U/<t) + thy// (et)

fiir alle t € R. So erhalten wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung:

ety ()~ u ()
() +v'(t) — v(t)

).

0= eZty// (et)
="t —v
— (1) o

Nun haben wir eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeflizienten erhalten.
Schritt 1. Charakteristisches Polynom aufstellen und Nullstellen bestimmen: Fiir das Charakteristische
Polynom gilt:

pAN) =X —-1=A-1)(A+1).

Es handelt sich jeweils um zwei einfache Nullstellen, A = +1.
Schritt 2. Allgemeine Losung v: Da es sich um einfache Nullstellen handelt, haben wir als Losung v:

v(t) = vp(t) = Cre" + Coel



fiir alle ¢t € R mit Konstanten C1,Cs € R. )
Schritt 3. Riicksubstitution/ Allgemeine Losung y: Uber t = log(z) erhalten wir

1
y(x) = v (log(x)) = Cre™ 8") 4 Coe*®™@) = Oy~ + Cox
X

fiir alle « € (0, 00) mit Konstanten Cy,C3 € R.
Schritt 4. Spezielle Lésung/ Anfangswertproblem: Die Losung y hat die Ableitung:

1
ylx) = —C’lﬁ + Cy

fiir alle 2 € (0,00). Die beiden Anfangsbedingungen liefern nun

Durch Addition beider Gleichungen folgt

und damit nun

fiir alle z € (0, 00). O
(b) Es handelt sich hierbei um eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit variablen Koeffizien-

o0
ten. Wir machen hier den Potenzreihenansatz y(z) = > cp,z™ mit Koeffizienten (c;,) C R, so haben wir fiir die

5 neN
n=
Ableitungen:
oo
y'(z) = Z nepx™
n=1
oo
y'(x) =) n(n—1)c,z" 2.
n=2

Schritt 1. Mindest-Konvergenzbereich bestimmen: Alle Koeffizienten sind selber Potenzreihen/ Polynome und
haben daher Konvergenzradius unendlich, also wird unsere Losung laut Vorlesung auch auf ganz R durch eine Potenzreihe
gegeben sein.

Schritt 2. Ansatz einsetzen: Es gilt dann:

e}
0=1vy"(x) + 2%y (z) + 22y (x Z (n—1)cpa™~ 2—}—3:22710”" 1+2chnm‘

n=2 n=1 n=0

(o] o0

Z n+2)(n+ 1)cpp22™ + Z nepr™ Tt 4 Z 2c,2" 1

n=0 n=0 n=0
o0
=2cy + Z(n +2)(n+ 1)cpgoz™ + Z(n + 2)cp "t
n=1 n=0

=2cy + Z(n +2)(n+ 1)cpqoz™ + Z(n + D)cp_qa™

n=1 n=1

=2c9 + Z(n + 1) [(n+2)enta + cn_1]a”
n=1

fiir alle z € R.
Schritt 3. Koeflizientenvergleich: Per Koeffizientenvergleich (linke und rechte Seite) muss ¢ = 0 und fiir alle n € N
gelten:

(n+ 1) [0+ s + e i] = 0
& (n+2)eps2+cn-1=0



Cn—1
(n+2)

< Cpy2 = —

Schritt 4. Anfangsbedingungen: Die Anfangsbedingungen ergeben:

1 =y(0) = o,
0=9(0)=cy.
Dies liefert nun wegen ¢y = 0 und der Vorschrift ¢, 10 = — (2";21):

Cl =C2=C =C5 =C7 =C8 =2C10 = C11

und

1
00217032—5,%‘:%,69:— C12

Also erhalten wir so als Losung

- n = (_1)n
)= Y =30
n=0 n=0 ’

fir alle x € R.

3n



Aufgabe 2 (4 + 5 + 11 = 20 Punkte)

Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem

1 dy
v —t - = =0.
e (@) an(y) + P 0, y(0)=0

(a) Zeigen Sie, dass die obige Differentialgleichung nicht exakt ist.

(b) Ein Eulerscher Multiplikator p, zu der obigen Differentialgleichung hat die Form

— Q.

o, y) = e~ cos(y).

Bestimmen Sie ein passendes a so, dass eine exakte Differentialgleichung entsteht.

(c) Bestimmen Sie die explizite Losung y des obigen Anfangswertproblems auf einem maximalen Existenzintervall.

Losung von Aufgabe 2

(a) Wir setzen
xr

P(z,y) = —tan(y) und Q(z,y) =1

cos(y)

so ist @ stetig differenzierbar auf ganz R? und P stetig differenzierbar in allen Punkten

2k+1

(x,y)GRQ\{(x,y)Estyyé wfﬁreinkEZ}.

Damit hat die Differentialgleichung die Form

Nicht-Exaktheit: Fiir die jeweiligen partiellen Ableitungen gilt:

cos? () + sin®(y) 2k +1
tan’ = = fur all R\<0ecR:0 firein k € Z
an’(p) cos2() cos2(¢) ur alle ¢ € \{ € # 5 T lurem € },
e” sin(y) 1 e®sin(y) — 1
P = — =
0P (@, y) cos?(y)  cos?(y) cos?(y)
0:Q(x,y) =0

fur alle
2k +1

(x,y)GRz\{(x,y)GRZ:yyé WfﬁreinkEZ}.

Damit stimmen diese beiden partiellen Ableitungen auf keiner nicht-leeren offenen Menge des R? {iberein und die Differ-
entialgleichung ist so nicht exakt.

(b) Eulerschen Multiplikator bestimmen: Laut Aufgabenstellung wissen wir, dass ein Eulerscher Multiplikator die
Form

—a

w(x,y) =e " cos(y)

fiir alle (x,y) € R? haben muss. Setzen wir nun

P(z,y) == p(z,y)P(x,y) = e ** cos(y) <Co(jzy) - tan(y))

= (1709)7 _ g9 gin(y),

Qz,y) = p(z,y)Q(z,y) = e~ cos(y)
fiir alle (z,y) € R%. Durch Multiplizieren der Differentialgleichung mit u erhalten die neue Form
(+)  Plz,y)de+ Qw,y)dy = 0.
Wir bestimmen erneut die partiellen Ableitungen

8y]3(x, y) =0—e “cos(y) = —e *cos(y),
9:Q(x,y) = —ae~* cos(y)



fiir alle (z,y) € R?. Soll nun die mit p multiplizierte Differentialgleichung exakt sein, so muss

fiir alle (z,y) € R? sein, dies liefert uns

—e cos(y) = 8y13(x,y) = 8,Q(z,y) = —ac~* cos(y) fiir alle(z,y) € R?
< a=1
Damit lauten nun
P(a,y) =1 - e~ sin(y),
Qw,y) = e " cos(y)
fiir alle (z,y) € R? und der gesuchte Eulerscher Multiplikator ist
p(z,y) = e~ cos(y) fiir alle (z,y) € R%

(c) Stammfunktion F bestimmen: Da die Differentialgleichung (*) nun exakt ist auf R?, existiert eine stetig differen-

zierbare Funktion F': R? — R mit N
P(x,y)
VF(I', y) = =~
Q(z,y)
fiir alle (z,y) € R%. Dies impliziert nun
Flo) = [0.F@pte = [ Plagas
= / (1 —e "sin(y)) dz
=z +e "sin(y) + C(y)
fiir alle (z,y) € R? mit einer stetig differenzierbaren Funktion C: R — R. Andererseits muss nun gelten

e % cos(y) = Q(x,y) = 8, F(z,y) = 0+ e~ cos(y) + C' (y)fiir alle (z,y) € R?
& =0
< (C(+) ist konstant.

0.B.d.A. wihlen wir C = 0, so lautet die Funktion F":
F(x,y) =z +e sin(y), (z,y) € R%

Weiter ist
F(0,0) =0+ sin(0) = 0.

Anfangswertproblem l6sen: Laut Vorlesung ist nun jede Losung y: I — R des Anfangswertproblems, wobei 0 € I C R
ein Intervall ist, gegeben durch

z+e Tsin(y(x)) = F(z,y) = F(0,0) =0 fiir alle z € I.

Nach y auflésen: Wir kénnen die obere Gleichung eindeutig nach y auflésen:

fiir alle x € I.
Maximales Existenzintervall: Sei nun I, das maximale Existenzintervall, insbesondere ist 0 € I .. Es gilt:

y(0) =0, —xze® >0 fir z <0 und —ze® <0 fir z > 0,
also folgt nach der Definition vom arcsin, dass

y(x) > 0 fiir x < 0 und y(z) < 0 fiir z > 0.



Setze g(z) := —ze® fir x € R, so ist y(z) = arcsin(g(z)) fir € I. Somit ist g stetig differenzierbar auf R mit der

Ableitung
g (z) = —e* —ze®” = —e” (1 + 1)

fir alle x € R. Wir sehen direkt, dass
0=g¢g'(x)=—€"(142) & 1l+2=0 & z=-1
ist, und wegen exp: R — (0, 00) folgt
g'(z) >0 fir z < —1 und ¢'(z) < 0 fiir x > —1,

d.h. die Funktion g hat im Punkt z = —1 ein globales Maximum und zwar

1
g(=1)=et = < € (0,1).
Andererseits wichst die Exponentialfunktion stérker als jedes Polynom, was uns sagt, dass

lim g(z) = lim —ze® = —c0
Tr—r00 T—r00
ist. Nach dem Zwischenwertsatz und der strengen Monotonie existiert genau eine Stelle wy € (0, 00) mit
—1=g(wy) = —wpe*°.

Damit lautet ist das maximale Existenzintervall

Tnax = [—1,(4}0] .

Bemerkung: Der Wert von wy ist etwa 0, 55.



Aufgabe 3 (10 + 2 + 8 = 20 Punkte)

Gegeben seien

10 0 1 0
A=12 1 =2|,b@)=e*[0], w=1[1
3 2 1 0 1

fir t € R.

(a) Bestimmen die Matrixexponentialfunktion e*4 fiir ¢ € R.
(b) Geben Sie die allgemeine Losung zur Differentialgleichung
y' = Ay
an.

(c) Machen Sie einen geeigneten partikuldren Ansatz und bestimmen Sie so die Losung des Anfangswertproblemes

y' = Ay +b, y(0) = yo.

Losung von Aufgabe 3

(a) Schritt 1. Charakteristisches Polynom und Nullstellen bestimmen/ Eigenwerte bestimmen: Es gilt
nach dem Entwicklungssatz von Laplace

1-x 0 0
p(A) = det (A — AI3) = det 2 1-x =2
3 2 1—A

— (1= A)det (12A 1_2A>
=(1-N(1-N2*+4).

Also hat p drei einfache Nullstelle bei A =1 und in A = 1 &+ 2i.
Schritt 2. Eigenrdume bestimmen: Es gilt fiir die Eigenrdume:

E1 = ker (A — Ig)

0 0 O
=ker|[2 0 -2
3 2
0 0 O
=ker|(1 0 -1
0 2 3
1 0 -1
=ker {0 1 % 0
0 0 O
2
= lin -3 ,
2

2. 0 0
=ker| 2 21 -2

3 2 2

1 0 0
=ker |0 i -1

0 2 2i

1 00
=ker (0 1 i

0 0 O



0
= lin 1
-1

Schritt 3. Losungen der homogenen Gleichung/ Aufstellen der Fundamentalmatrix: Die erste Fundamen-
tallosung lautet

2
(I)l(t) = ef -3
2
fiir alle ¢t € R. Die beiden anderen Fundamentallosung ergeben sich durch Real- und Imaginéarteil bilden von
. 0 . 0
e(l—Ql)t i _ ete—Qlt i
-1 -1
0
= e’ (cos(2t) —isin(2t)) | i
-1
0

=e' [ sin(2t) +icos(2t)
—cos(2t) +isin(2t)
0 0
=e sin(2t) | +1i [ cos(2t) ||,
— cos(2t) sin(2t)

d.h. die beiden Fundamentallésungen lauten

0
Py(t) =e' | sin(2t) |,
— cos(2t)
0
3(t) = e’ | cos(2t)
sin(2t)

fiir alle t € R. Damit ist nun die Fundamentalmatrix gegeben durch:

D(t) = (Du(t) Po(t) P3(t))
2¢! 0 0
= | —3e" e'sin(2t) e’ cos(2t)
2¢t —elcos(2t) e'sin(2t)
2 0 0
=e' [ -3 sin(2t) cos(2t) |,
2 —cos(2t) sin(2t)

2 0 0
o0)=|-3 0 1],
2 —1 0

Fiir die Matrixexponentialfunktion brauchen wir die inverse Matrix zu ®(0). Dies berechnen wir iiber

2 0 0] 100 1 0 0| % 00
-3 0 1 | 01o0|=|0 0 1| % 10
2 -1.0 | 0 0 1 0 -1 0 | -1 0 1
1001 30 0
=0 0 1 | § 1 o)
010 10 -1
100 1] 3 0 0
=010 ] 10 -1},
001 | 3 1 0
d.h.
10 0
d0)'=[1 0 -1
510

oo



Schritt 4. Matrixexponentialfunktion aufstellen: Es gilt laut Vorlesung:

2 0 0 0 0
A =ot)®(0) P =e' | =3 sin(2t) cos(2t) | [1 0 -1
2 —cos(2t) sin(2¢) 51 0
1 0 0
=ec' | =3 +sin(2t) + 3 cos(2t) cos(2t) —sin(2t)
1 —cos(2t) + 3sin(2t)  sin(2t)  cos(2t)
fiir alle t € R.
(b) Die (reelle) Losung des homogenen Differentialgleichungssystems
Y =Ay
lautet
y(t) = yn(t) = Cr121(t) + C2Po(t) + C3P3(t)
2 0 0
=Cret | =3 | +Coe' | sin(2t) | + Cse® | cos(2t)
2 — cos(2t) sin(2t)
2 0 0
=e" [Cy | =3 | +Co | sin(2t) | + C5 | cos(2t)
2 — cos(2t) sin(2t)
fiir alle ¢t € R mit Konstanten C7, Cy, C3 € R.
(c) Partikuldren Ansatz ”raten”: Wir machen den partikuldren Ansatz
«@
yt)=e* [ B8], teR
Y
mit zu bestimmenden Konstanten «, 3,7 € R. Abgeleitet gilt:
o 2c
y(t)=2e* [ B | =e* [ 28
gl 2y
fiir alle t € R. Setzen wir diesen Ansatz in die inhomogene Differentialgleichung
Yy =Ay+o
ein, so erhalten
2a 1 0 0 o
28| =y, ) =Ay,(t)+b(t) =2 1 —2|e* 8| +e*
2y 3 2 1 ¥
o 1
=e? 20+ —-2y ]|+ |0
3a+28+7y 0
o 1
S | 20+8+2y) =10
—3a—28+7 0

Dann ist & = 1 und so folgt per Umformung:
0=—-240+2y & =2—27.
Dies eingesetzt in die letzte Zeile impliziert nun
0=-3-22-2y)+7=-T4+5y & 57v=7 & fy:%.

Also ist



Damit lautet die partikuldre Losung

1 2 5

yp(t) = e _% =—1|-4
7 5 7
5

fir alle t € R.
Allgemeine Loésung y aufstellen: Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist nun

o2t [ D 2 0 0
y(t) = yp(t) +yn(t) = + —4 |+t |C | =3 | +Cy | sin(2t) | +Cs | cos(2t)
7 2 — cos(2t) sin(2t)

fiir alle t € R mit Konstanten Cy,Csy, C3 € R.
Spezielle Lésung y aufstellen/ Anfangswertproblem: Wegen den Anfangsdaten gilt

0 1 5 2 0 0
1] = y(O) = g 4| +Ci|-3]+C3] O +Cs311],
1 7 2 -1 0

d.h insbesondere 1
0=1+2C7 & 201 =-1 & 01:—5.

Dies eingesetzt in die zweite Gleichung liefert uns

4 3 7 3
1 = — = — = — e —
5+2+C3 1O+03<:>03 0
und eingesetzt in die dritte Gleichung:
7 2 3
l=——-1-Co==-—-0Cy & Cy=—-.
5 R T s

Also ist die Losung des Anfangswertproblemes gegeben durch

o [ 5 2 0 0
1

y(t) = % —4 | + ¢ —3 -3 - g sin(2t) | + % cos(2t)

7 2 —cos(2t) sin(2t)

fir alle t € R.

10



Aufgabe 4 (9 + 6 + 5 = 20 Punkte)

(a) Losen Sie die folgende partielle Differentialgleichung mithilfe eines Charakteristikenverfahrens

Ozu(z,y) + Oyu(w,y) = u(x,y) fir z,y €R,
u(x, —x) = x fir x € R.

(b) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem mithilfe eines Separationsansatzes der Form v(t, z) = w(t)z(x)

Opv(t, ) — Opzv(t, ) = 0 auf (0,00) x R,
v(0, z) = sin(z) fiir alle z € R.

(c) Sei nun v eine Losung von dem Anfangswertproblem aus (b). Bestimmen Sie die Losung von dem neuen An-
fangswertproblem

Opu(t, ) — Oppu(t, ) + cos(t)u(t,z) = 0 auf (0,00) x R,
(0, ) = sin(x) fir alle x € R,
indem Sie den Ansatz
v(t,x)
9(t)

nutzen fiir eine Funktion g € C! ([0, 00)). Bestimmen Sie auch die Funktion g.

u(t,z) =

Losung von Aufgabe 4
(a) Schritt 1. Setting aufstellen: Setzen wir

e = (1),

b(z,y,u) = uz(x,y),
flz) ==

Dann haben wir eine Partielle Differentialgleichung der Form

ale,y,u) - (g) wl(z, ) = bz, g, u)

u(z, —z) = f(z)
Schritt 2. Methode der Charakteristiken: Setze die Charakteristik k:

0= (360)

sowie w(s) := u(k(s)). Dann erhalten wir durch Ableiten von w und Einsetzen von w und k in die partielle Differential-

gleichung:
w9 = ((5) w) - = w0 ((57) v) o)
etk ((5) ) () = ko) 09,

Ein Vergleich beider liefert nun das zu 16sende Charakteristikensystem:



Schritt 3. Charakteristikensystem l6sen:
Losung fir k: Die Differentialgleichungen fiir x,y und w 16sen wir im folgenden:
Losung der Gleichung fiir z(-):

z(s) ==s+Cy,

fiir alle s € R mit Konstante C; € R. Wegen z(0) = k;(0) = zq folgt C; = z¢ und daher
x(s) = s+ xo

fiir alle s € R.
Losung der Gleichung fiir y(-): Diese lautet
y(s) = s+ Cs

fiir alle s € R fiir eine Konstante Cy € R. Wegen y(0) = k2(0) = —x folgt Cy = —x¢ und daher
y(s) = s —xg

fiir alle s € R.
Losung der Gleichung fiir w(-): Mithilfe der Trennung der Variablen gilt:

1 1
——:/—de:/lds—i—Cg:s—&—C’g
w w
1

& w(s):—s+03.

Ist nun 2o = 0, so ist w = 0 die einzige Losung, ist hingegen zy # 0, so folgt mit w(0) = xg, dass C3 = —ﬁ ist und

1 o
w(s) = — =
() s—zio 1 — sz

fiir alle s € R\{% .

Schritt 4. Nach s und zg auflésen und einsetzen: Losen wir nach x auf, so erhalten wir:

z(s) =s+xo
& o =x(s) — s.

Andererseits folgt durch Addition der beiden Terme

x(s) = s + xo,

y(s) = s — xo,

dass

also auch

2 N 2
Eingesetzt liefert dies uns
u(a(s), y(5)) = ulk(s)) = w(s) =~
Y o o T 11— sz
z(s)—y(s)
2

= 1 — 2&)=y() | 2(s)+u(s)
2 2

z(s)—y(s)
— 2

22(s)—3°(s)
T S

_2(a(s) — y(s)
T—a?() + 2(s)

fiir alle s. Somit hangt die rechte Seite auch nur noch von der gewéhlten Charakteristik k& ab, d.h. die Losung u lautet

2(x—vy)

u(z,y) = m

12



fiir alle
(z,y) € R\ {(2,y) e R*: 4 —2” +4° £ 0} .
(b) Schritt 1. Ansatz aufstellen und ableiten: Wir machen den Separationsansatz
v(t,z) = w(t)z(x).

Es ergeben sich die Ableitungen

O(t,r) =w'(t)z(x),
Opv(t,x) = w(t)2'(z),
Ozav(t, ) = w(t)2"(2)

Schritt 3. Separationskonstante und Differentialgleichungen 16sen: Da dies fiir alle t und x gelten muss, miissen
die beiden Quotienten

gleich und konstant einem A? sein mit A € C, d.h.

Durch Umformen ergeben sich so die beiden Differentialgleichungen
w'(t) = Nuw(t),
2 (z) = \2(x).

Beides sind lineare homogene Differentialgleichung erster bzw. zweiter Ordnung, diese 16sen wir nun.
Losung zu w: Die Losung zu w lautet nun

wM(t) = CNeA't

fiir alle t € R mit einer Konstanten C.
Losung zu z: Umgestellt bekommen wir
2" (x) — Nz(z) = 0.

Das charakteristische Polynom dazu lautet
p(p) = 1® =N = (= A) (1 +A)
mit Nullstellen in g = +A. Als Losung folgt nun
2N (z) = Cﬁ)e‘” + CQ()‘)e)‘m

falls A # 0 und sonst (A = 0)

fiir jeweils alle x € R mit Konstanten Cy, Cs.
Schritt 4. Allgemeine Losung aufstellen: Wir bekommen als Teillosungen

v Ot 2) = w® ()2 (z) = C© (C{O) + 02(0)95> fiir A =0,
UO‘) (t,l’) — w(/\)z(/\) ((E) — C(A)eAQt (Cik)ef)\x + CQ(A)e/\a:> fiir )\ # 0.
Wir sehen, dass wir 0.B.d.A. CY) = 1 wihlen kénnen. Dann ist eine (komplexwertige) Losung v gegeben durch

v(t,z) = v (tz) + > vVt x)

A£0

13



= C’{O) + C'Q(O)x + Z Nt (C’f’\)e_m + C’é’“e”)
A0

fiir alle ¢,z € R mit Konstanten C{O), 02(0)’ Cf)‘), Cé)‘) € C fiir A # 0, sofern diese Reihe existiert.
Schritt 5. Spezielle Losung v/ Anfangsdaten beachten Wegen der Anfangswertbedingung

L (e —e ™) =sin(z) = v(0,2) = C§O) + Céo)x + Z (CI(A)e_/\”” + CéA)eA””)

21
A#£0

wéhlen wir Cfo) = C’éo) =0, C?) =—1, C’Q(i) = 5 und Cf)‘) = C’y‘) =0 fiir A € C\ {0,i}, d.h. A2 = —1. So lautet nun
die Losung:

—t
v(t,x) = 62—, (e —e™*) = e "sin(x)
i
fir alle ¢,z € R. Da die Losung stets auf [0, 7] x R beschrankt ist fiir alle 7 > 0 muss, diese (unter den beschrankten
Funktionen) dort auch eindeutig sein, also sogar auf [0,00) x R, d.h. v ist die einzige stetig differenzierbare beschrinkte

Funktion, die das Anfangswertproblem 16st. O
Alternative Lésung zur Aufgabe (b): Wir machen den Separationsansatz

Es ergeben sich die Ableitungen

Setzen wir ¢ = 0, so muss gelten
sin(z) = v(0,z) = w(0)z(x)

fir alle x € R, d.h. z(z) = sin(z) und w(0) = 1 16sen dies.
Setzen wir nun v(¢,z) = w(t) sin(z) in die Differentialgleichung ein, erhalten wir
0= 0w(t,z) — Av(t,z) = w'(t) sin(z) + w(t) sin(z) = [w'(t) + w(t)]sin(z)
fiir alle ¢t > 0 und = € R, d.h.
w'(t) = —w(t)
fiir alle t > 0. Die Losung fiir diese Differentialgleichung lautet

w(t) = Ce™*

fiir alle ¢ > 0 und einer Konstante C € R. Aus w(0) = 1 folgt direkt C' = 1 und w(t) = e~* fiir alle ¢ > 0. Demnach
erhalten wir als Losung v:

v(t,z) = e "sin(z)
fur alle ¢t > 0 und = € R. O

(¢) Wir machen wir den Ansatz
v(t,x)

g(t)

fiir eine stetig differenzierbare Funktion g: [0,00) x R\{0} und einer stetig differenzierbaren Losung v von dem An-
fangswertproblem

u(t,z) =

Ov(t, ) — Opzv(t, z) = 0 auf (0,00) x R,
v(0,z) = sin(z) fiir alle z € R.

Partielle Ableitungen von u: Es gilt:

Olta) = =0 T T ey
Au(t,z) = az;g;x),
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fur alle ¢ > 0 und = € R.

Einsetzen und auflosen:

gleichung 16st, so folgt

Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein und nutzen aus, dass v die obige Differential-

, &) — Ogpgu(t,x) + cos(t)u(t, x)
@) u(tx)g(t)  Owav(t z) oo 2)
t) 92(t) (t)

<
—~

Il
1
—
\‘@F
&
~

& cos(t)g(t) —g'(t) =0

& g'(t) = cos(t)g(t).

Losen der Differentialgleichung fiir ¢g: Fiihren wir eine Trennung der Variablen durch bekommen wir

log(g /dg—/cos )dt + C =sin(t) + C

(t) _ 631n(t)+C

fiir alle t € R mit einer Konstanten C' € R.
Aufstellen der Losung u: Die Lésung u lautet nun

v(t, )

= t,(l? e~ sin(t)—C
OB

u(t,z) =

fir alle ¢ > 0 und x € R mit einer Konstanten C' € R.
Anfangsbedingung beachten: Wegen

sin(z) = u(0,2) = v(0, z)e PO~ = gin(z)e°
s =1

< O =0,

da v das Anfangsproblem aus (b) 16st. Damit lautet g nun:

fiir alle t € R, sowie fiir u:

fiir alle t,z € R.

g(t) — esin(t)

u(t,z) = v(t, x)e™ 500 = =+ g ()
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