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LOSUNGSVORSCHLAGE
Aufgabe1 (10 + 10 = 20 Punkte)

a) Losen Sie das Anfangswertproblem

Hinweis: Die obige Differentialgleichung ist eine Ricatti-Differentialgleichung und besitzt eine
positive konstante Losung.

b) Gegeben sei das Anfangswertproblem

v’ —xy' -2y =4x
y(0)=0,
v’(0) = 2.

Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems mit Hilfe des Potenzreihenansatzes y(x) =

Y a,x". Geben Sie dabei die Koeffizienten a,, fiir n € IN U {0} explizit an.
n=0

Losung von Aufgabe 1

a) Typ der Differentialgleichung bestimmen: Dies ist eine inhomogene nicht-lineare Differentialgle-
ichung erster Ordnung, genauer eine inhomogene Ricatti-Differentialgleichung.

Losen der Differentialgleichung:

Schritt -1. Losung erraten und Substitution zur homogenen Riccatti-Differentialgleichung: Wir
sehen ein, dass v(x) = 2, x € R, eine Losung der Differentialgleichung ist, denn diese ist konstante
Funktion stetig-differenzierbar auf IR mit der Ableitung

v’(x) =0 fur alle x € R
und es gilt:
T (x)+20(x)+0(x)>=0+2-2+2°=4+4=38

fur alle x € R. Also existiert eine Losung der Differentialgleichung. Sei nun v die allgemeine Losung
der Differentialgleichung. Setze nun

U=V—-TV=v-2 S v=u+2
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Dann gilt fur die Ableitung von u:
w=w-2)=v.

Anschlieflendes Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt nach erster binomischer Formel
8 =v'(x) + 2v(x) + v(x)? = 1/ (x) + 2 (1u(x) + 2) + (1(x) + 2)* = 0'(x) + 2u(x) + 4 + u(x)? + 4u(x) 4
& u'(x)+4u(x)+u(x)>=0
o u'(x) = —4u(x)—u(x)* = —(4u(x) + u(x)z).
Also haben wir nun eine Differentialgleichung fur u erhalten:
u' = —(4u + uz).

Dies ist eine (homogene) Bernoulli-Differentialgleichung mit n = 2 und die beiden Differentialgle-
ichungen sind dquivalent.

Schritt 0. Umformen und Substituieren in eine lineare Differentialgleichung: Dazu setzen wir
die Hilfsfunktion z als

1
gyl =172 1o
u
Diese hat laut der Kettenregel die Ableitung
1 u’
z' = 3 u' = i —u'u>,
Wegen der Differentialgleichungsvorschrift fiir u” folgt nun:
’ —(4u+ uz) 2
, u ( _du o ut B
Z __ﬁ__T_ﬁ+ﬁ_4.;+l =4z+1.

Also erhalten wir fiir z die Differentialgleichung
Z =4z+1.

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung und die beiden Differential-
gleichungen fir v und fiir z sind dquivalent.

Schritt 1. Losen der homogenen Differentialgleichung: Die homogene Differentialgleichung zu
lautet

2} (x) = 4zp(x).

Fur die Losung berechnen wir das unbestimmte Integral

J4dx =4x

tur alle x € R. Die Losung z;, vom obigen homogenen Problem ist nun gegeben durch
zh(x) = Che“d" = Cpe**
fir alle x € R mit einer Konstanten Cp, € R.

Schritt 2. Herleitung der partikuldren Losung: Motiviert durch die Losung z,, der homogenen
Differentialgleichung machen wir hier den Ansatz der Variation der Konstanten:
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fur eine Funktion C und setzen die in die inhomogene Differentialgleichung ein. Wir haben fiir die
Ableitung von z, nach der Produkt- und Kettenregel:

z)(x) = C'(x)e™ + C(x)e™ - 4 = C'(x)e* + 4- C(x)e™ = C'(x)e™ + 4z, (x).
Dann haben wir laut der inhomogenen Differentialgleichung:

C’(x)e* + 4z, (x) = zp(x) = 4zp(x) + 1
& C'(x)e* =1

& Clx)=e ™,

Dies bedeutet eine Moglichkeit die Funktion C zu wahlen ist fur x € R:

X P
1 1 x 1 1
_ “4s3._ | _apo453. — _ |45 _ _o4x _ o 4x
C(x)_Je ds = 4J 4e *ds = 4[e LO— 4(e O)— 1€ -

Dann gilt fir die partikuldre Losung:

1 1
Zp(x) — C(x)e4x — _Ze4xe—4x — _Z
fur alle x € R.
Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Losung: Die allgemeine Losung der Differentialgleichung

fur z lautet nun
1 4x 1 4x
2(x) = 2p(x) +2p(x) = = + Che™ = 4 (4Che - 1)

mit einer Konstanten Cj, € R fur alle x € R.
Schritt 4. Riicksubstitution: Es gilt:

() 1 1
u(x) = =
z(x)  1(4Che*-1)
B 4
C 4Chetr -1
fir eine Konstante Cy, € R fir alle x € R mit
4Cpe* -1 0.

Genauer existiert zu jeder Konstante Cy, € R hochstens eine Stelle x € R mit

4Cpe* -1 =0.
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Schritt 5. Aufstellen der allgemeinen Losung: Die allgemeine Losung der Dfferentialgleichung fur
v lautet

4
v(X)=u(x)+2=-——F—-+2
4.Ch€4x -1
fur alle x € R mit
4Cpe* -1 0.

Losen des Anfangswertproblems:
Schritt 6. Aufstellen der speziellen Losung vom Anfangswertproblem: Fiir die Losung des An-
fangswertproblems muss laut Aufgabenstellung gelten:

4 4 4 4 4
0=v(0)= +2= +2= +2=——+2& =-2
U( ) 4Che4'0—1 4Che0—1 4CL-1-1 4CL -1 4CL -1
& 4=-2(4C,-1)=-8C,+2
<:>—8Ch:2
2 1
Ch=—c=—-.
T TR
Damit lautet wegen
—e*-1=—(e*+1)<0
fur alle x € R die Losung vom Anfangswertproblem:
4 4 4 4
V(X)) = ——F——+2= +2=——+2=——"+2
4Che* —1 4. (_%1) Ledx _q —er -1 e +1
—4+2(e™+1) g oetvin getr_p 2(e*-1)
- et +1 et et ety
fur alle x e R = (—o0,00) =: I. O

b) Typ der Differentialgleichung bestimmen: Es handelt sich hierbei um eine inhomogene lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten. Wir machen hier den Potenzrei-

henansatz y(x) = )_ a,x" mit Koeffizienten (an)ne]NO C R, d.h. wir haben fiir die Ableitungen:

n=0
[ee] (o] (e

y(x) = E a,x" = agx® + > a,x" =ay+ E a,x",
n=0 n=1 n=1
o0 o0 [ee] (o]

v’ (x) = E na,x" ' =axt 7+ E na,x" ' =a;x0+ > na,x" ' =a; + > na,x"1,
n=1 n=2 n=2 n=2
o0

v”(x) = E n(n—1)a,x"?
n=2

Losen der Differentialgleichung;:

Schritt 1. Mindest-Konvergenzbereich bestimmen: Alle Koeffizienten und die Inhomogenitat sind
Polynome und haben daher Konvergenzradius unendlich, nach der Vorlesung hat demnach auch die
Losung y einen Konvergenzradius von unendlich.

Schritt 2. Potenzreihenansatz einsetzen in die Differentialgleichung: Setzen wir den Potenzrei-
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henansatz y(x) = )_ a,x” in die Differentialgleichung ein, erhalten wir
n=0

0+4x=4x=7p"(x)—x Zn n—1)a,x" 2—xZnan 2Zanx
-1

n=2 n=0

[\”18

(n+2)(n+2-1)a,,,x" - Znanx - ZZQH

=
Il
o

1

=
I
=)

(n+2)(n+1)a,x" - Znanx” - Z2anx”
n=0 n=

(n+2)(n+1)a,,x" —na,x" —2a,x"
+

1

=
Il
=]

1

[(n+2)(n+1)a,.,—na,—2a,]x"

=
I
o

1

[(m+2)(n+1)a,,—(n+2)a,]x"

=
Il
o

1

(n+2)[(n+1)a,, _an]xn

=
Il
o

= (0+2)[(0+ 1)agss —ao]x®+ (1 +2)[(1 +1)a .y —a;]x +Z (n+2)[(n+1)a,., —a,]x"
n=2

:2-[1-az—ao]-1+3-[2-a3—a1]x+i(n+2)[(n+1)an+2—an]x”

n=2
=2(ap,—ag)+3(2a3—ap)x+ Z(n+2)[(n+ 1)a,., —a,]x"
n=2

fur alle x € R.

Schritt 3. Koeffizientenvergleich: Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen konnen wir nun die

Koeffizienten der rechten und linken Seite miteinander vergleichen, daher muss fur alle n € IN mit
n > 2 gelten:

2((12-(10) 0
@612—610—0
& ap =ag,
3(2a3—a;)=4
4
& 2453 — -
az—a; = 3
4
S 2a3=—
as 3+1
1 a
(:)a3_—( +a1) 7<:>(n+2)[(n+1)an+2—an] =0

< n+1)a,n—a, =0
o (n+1)a,,=a,
an

S oa =
n+2 n+1
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Demnach erhalten wir induktiv fir alle k € IN:

a _ Ak _ a
2k+2 2k+1 k ’
[T1(21+1)
=1
a —a D2+l _ D2k+1 . D2k+l
A3 = Ok T T 41T 2k+2 2(k+ 1)
_ [13 _ [13 _ [132_k
Tk N k Tk )
[T2(+1) 2k[T(I+1) TJI(I+1)
=1 =1 =1
Zusammenfassend haben wir nun:
2—k
rks2 = %2 und ayp 3 = kﬂs fur alle k € IN.
[T(21+1) ]_[(l+1)

I=1

Schritt 4. Die allgemeine Losung y der Differentialgleichung aufstellen: Damit haben wir als
Losung y der Differentialgleichung:

00 00 00 00
Zanx = ﬂox + alxl + Zanx" =4ag- 1+ ax+ Zﬂ2k+2X2k+2 + Zﬂ2k+3X2k+3
n=0 n= k=0 k=0

) ) —k
a as?2
=ag+a;x+ Z - 2 x2k+2+ Z p 3 x2k+3
k=0 TT(21+1) k=0 TT(I+1)
1=1 I=1
00 co (2 a1 -k
a (3 + 7)2

—ag+ax+ Z - 0 x2k+2 o Z - y 2k+3

k=0 TT(21+1) k=0 TT(I+1)

fur alle x € R mit Konstanten ag,a; € R.
Losen vom Anfangswertproblem:

Schritt 5. Die spezielle Losung y vom Anfangswertproblem aufstellen: Die Anfangsdaten ergeben
die Werte ay und ay:

O:y(O):a0+Zczn-O”:a0+ZO-an:ao+ZO:ao+0:a0,
n=1 n=1 n=1
2:y'(0):a1+Zan-O”_1:a1+ZO-an:a1+ZO:a1+0:a1
n=2 n=2 n=2

Weiter folgt nun aus der obigen Vorschrift:

112:(/'[0:0
2 a2 2 2 5 B a _ 0 _
03—§+?—§+§—§+1—3,a2k+2 = = =0,
[MEei+1) [1+1)

—
Il
—_
—_
Il
—_
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-k
Ayfe3 = ———— —frac— 2 k]—[ (I+1) A
]_[(l+1 3ﬂ(l+1)

I=1 I=1

fur alle k € INj. Also lautet die Losung vom Anfangswertproblem:

(o] (o]
_ 2k+2 2k+3
v(x)=ap+a;x+ Za2k+2x + Zazk+3x
=0

k=0

= 5.27k
=0+2x+ ZO~x2k+2 + Z—x2k+3

fur alle x € R. O
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Aufgabe2 (4+ 6+ (2 + 8) =20 Punkte)

w”(t) = —w(t)—v(t)
v (t) =-v"(t) + w(t),
gleichungssystem erster Ordnung. Sie miissen das System nicht losen.

a) Uberfiihren Sie das Differentialgleichungssystem in ein Differential-

el cos(t) e'sin(t)

—elsin(t) efcos(t) fiir alle

1 1
t € R. Losen Sie das Anfangswertproblem

b) Wir betrachten die Matrix B = (_1 1). Gegeben ist, dass e'8 = (

c) Wir betrachten die Matrix A =
1 -3 -1

(i) Zeigen Sie, dass det(A—AI)=—(A— 1)(/\2 + 1) fur alle A e C.

0 1 0
0o 2 11

(ii) Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem von ¢’ = Ay.

Losung von Aufgabe 2

a) Es gilt:
w w’ w’
d w’ w” -w—v
—lv =V =] vV
dt ,VI v// ,VII
v// ,u/// w_v/I
Setze
Vo:=w, Y1 :=w,y:=v, y3:=v und vy :=v",
sowie
Do(t)) (o 001 0 0 0
()] |»n -1 0 -1 0 0
7(t):=|va(t)|=|v2|() eRPund A:=| 0 0 0 1 0 |eR>™,
v3(t) | |3 0 0 0 0 1
vat)) vy 1 0 0 0 -1
so ist das Differentialgleichungssystem aquivalent zu
Yo w w’ !
d [ d w’ —w-v —Yo—¥2
v () =—|n|O)=7v|®O)= v |O)=| s
dt dt i 77
Y3 v v Y4
y4 vll w— ,V// yO _y4
0 1 0 0 0)\(vo 0 1 0 0 O
-1 0 -1 0 0 |ln -1 0 -1 0 O
=lo 0o 0o 1 ofln|l®y=]0 0 0 1 0|F)=Av0)
0 0 0 0 1f{ws 0 0 0 0 1
1 0 0 0 -1)\ys 1 0 0 0 -1
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Dies ist ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung. O
b) Es gilt fiir die Matrixexponentialfunktion

ofB _ ( e’ cos(t) etsin(t)) _ et( cos(t) sin(t))

—efsin(t) efcos(t) —sin(t) cos(t)

fur alle t € R. Setze

E(t) = et((l)) Vo := (5), tg:=0

tur alle t € R, so lautet das Anfangswertproblem:

7'(t)= Bt + (0 ¢') = B;?(t)+ef(‘f) = Bt) + B(t), F(t0) = 710) = (3) =7

Die Losung ¥'ist laut Vorlesung nun gegeben uber die Variation der Konstanten-Formel:

t
7(t) = By +e'P J. e =B (s)ds
to

t

B cos(t) sin(t))(2 cos sin(¢ <[ cos sin(—s)) (0

_et(—sin(t) cos(t))(O)+ t(—sm cos( )je (—sm cos(—s))e (1)ds
0

¢ 2cos(t) cos(t) sin(t) £cos(s) —sin(s)\ {0
- ¢ (—25in(t))+e (—sm(t) cos(t))d (sin(s) cos(s) )(1)d5
0
t
cos(t) cos(t) sin(t)\ [ {—sin(s)
_2et(—sin(t))+et(—sin(t) cos()f))d (cos(s) )d
0
_ cos(t) cos(t) sin(t)\]|{cos(s) '
B et(—sin(t))Jret(—sm(t) cos(t))[ sin(s))]O
¢ [ cos(t) ¢+[ cos(t) sin(t)\[{cos(t)\ [cos(0)
=2e (—sin(t))-i_e (—sin(t) cos(t))((sin(t))_(sin(O)))
B cos(t) cos(t) sin(t)\[{cos(t) 1
= 2¢! (—sin(t)) +ef (—sm(t) cos(t))((sin(t)) B (O))
B cos(t) cos(t) sin(t))\[cos(t)—1
B et(—sin(t))-’-et(—sin(t) cos(t)) sin(t) )
_ [ cos(t) ¢ cos(t) (cos(t) — 1)+ sin?(t)
= Zsin(t)) 7€ \sin(#) (cos(t) = 1) + sin(t) cos(¢)
o ¢ cos(t) ¢ cos?(t) — cos(t) + sin?(t)
- —sin(t) e —sin(t)cos(t) + sin(t) + sin(t) cos(t)
¢ [ cos(t) ¢ [1—cos(t)
¢ —sin(t)) ¢ sin(t)

_ et(2cos(t) +1- cos(t))

—2sin(t) + sin(t)

_ et(l +cos(t))

—sin(t)
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nach dem trigomometrischen Pythagoras fur alle t € R. O
c) (i) Nach der Regel von Sarrus gilt:

-A 1 0
det(A—Al3)=det]| 0 2-2A 1
1 -3 -1-A

= A(2-A)(-1=A)+1-1-140-0-(=3)=1-(2=A)-0—(=3)-1-(=A)=(=1=A)-0-1
=A2-A)(1+A)+1+0-0-31-0
=A(2-A+21-2%)+1-31
=A(2+A-2%)+1-31
=21+A2 -3 +1-32
=+ 22— A+1
=(A-1)(-A2=1)=-(A-1)(A*+1)
fir alle A e C. g

(ii) Schritt 1. Charakteristisches Polynom und Nullstellen bestimmen/ Eigenwerte bestimmen:
Nach dem Aufgabenteil b) (i) gilt fur das charakteristische Polynom:

p(A):=det(A-Al;) =—(A-1)(A2+1) == (A= 1)(A=1)(A+i)
fur alle A € C. Also hat p drei einfache Nullstelle bei A; =1, 1, = —-iund A3 =1i.

Schritt 2. Eigenrdume bestimmen: Es gilt fiir die Eigenrdume:

-1 1 0
Ei=ker(A-1-I3)=ker| 0 1 1

1 -3 =2
1 -1 0 1 01 1
=ker|0 1 1 |=ker|0O 1 1]|=Ln<| 1|3},
0o -2 -2 0 00 -1
i 1 0
E_;=ker(A—(-i)-I3) =ker|0 2+i 1
1 -3 -1+i
1 - 0 1 - 0 1 -1 O_
=ker[0 2+i 1 |[=ker|0 2+i 1 |=ker|0 1 e
1 -3 -1+i 0 -3+1 —-1+i 0 -3+1 —-1+i
1 0 & 1+2i
=ker|0 1 % =lin{| 2-1 |},
0 0 0 -5
L 1+2i 1-2i
Ei:E_i:hl’l 2—1i =lin 241
-5 -5

Schritt 3. Fundamentallosungen bestimmen: Die erste Fundamentallosung lautet
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fur alle t € R. Fur die zweite und dritte Fundamentallosung formen wir nach der Eulerschen Formel/
Formel von de Moivre um:

1+4+2i (1+21 1+2i
et 2—i |=e | 2—i [=(cos(t)—isin(t))| 2—i
-5 -5 -5

cos(t) + 2sin(t) + 2icos(t) —isin(t)
=] 2cos(t)—sin(t) —icos(t) — 2isin(t)
—5cos(t) + 5isin(t)
cos(t) + 2sin(t) 2 cos(t) —sin(t)
=|2cos(t)—sin(t) | +1i| —cos(t) — 2sin(t)
—5cos(t) 5sin(t)

fur alle t € R. Also lauten die beiden weiteren Fundamentallosungen:

cos(t) + 2sin(t)

D,(t) =] 2cos(t)—sin(t) |,
—5cos(t)

2 cos(t) —sin(t)

D3(t) = | —cos(t) — 2sin(t)

5sin(t)

fur alle t € R.
Schritt 4. Fundamentalmatrix aufstellen: Die zugehorige Fundamentalmatrix @ besteht nun aus
den drei bestimmten Fundamentallosungen:

e!  cos(t)+2sin(t) 2cos(t)—sin(t)
D(t):= (D1 () Dp(t) Ds(t))=| e’ 2cos(t)—sin(t) —cos(t)-2sin(t)
—e! —-5cos(t) 5sin(t)

fur alle t € R. Die drei Fundamentallosungen ®;,®, und @3 bilden die Fundamentalbasis. O

— bitte wenden —



Aufgabe 3 (8 + (8 + 4) = 20 Punkte)

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
v” +7y = cos(x).
b) Wir betrachten die Differentialgleichung
(x+1+9°+p?)dx+(3p>+2y)dy =0, (x,p)eR’.

(i) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung nicht exakt ist und bestimmen Sie einen Mul-
tiplikator p = p(x) so, dass die Differentialgleichung nach Multiplikation mit y(x) exakt
wird. Bestimmen Sie die Losungen der Differentialgleichung in der Form F(x,y) = c.

(ii) Erklaren Sie eine mogliche physikalische Bedeutung der Kurven F(x,y) = ¢ des Teils (i)
mit Hilfe des Begriffs der Arbeit.

Losung von Aufgabe 3

a) Typ der Differentialgleichung bestimmen: Es handelt sich hierbei um eine inhomogene lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Losen der Differentialgleichung:

Schritt 1. Charakteristisches Polynom aufstellen und Nullstellen bestimmen: Fiir das charakter-
istische Polynom gilt:

p(A)=A2+1=(A—-1)(A+1)

fur alle A € C. Wir haben als nicht-reelle/ echt-komplexe einfache Nullstellen A; = —i und A, =1.
Schritt 2. Allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung: Da die Nullstellen A, , = Fi
nicht-reell/ echt-komplex sind, erhalten wir nach der Formel von de Moivre/ Eulerschen Formel:

e'2* = el = cos(x) +isin(x)

fir alle x € R. Damit erhalten wir, da es sich um einfache Nullstellen handelt, die folgenden zwei
Fundamentallosungen:
@4 (x) = cos(x) und D,(x) = sin(x)

fur alle x € R. Da es sich um einfache Nullstellen handelt, haben wir als Losung der homogenen
Differentialgleichung:

Vh(x) = Cp,1 Dy (x) + Ch2Po(x) = Cy 1 cos(x) + Cp » sin(x)

tur alle x € R mit Konstanten Cy, 1, Cy, » € R.
Schritt 3. Aufstellen der partikuldren Losung: Setze

g=laufR, 0 =0und w=1,

so hat die Inhomogenitat die folgende Form:

0

f(x)=cos(x)=1-1cos(1-x) = g(x)e’ cos (wx) = g(x)e”

*cos (wx) = q(x)e’* cos (wx)

fur alle x € R und
A=oc+iw=0+i-1=i=1,
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ist eine einfache Nullstelle vom charakteristischen Polynom p nach Schritt 1., d.h. die Losung y,, der
partikuldren Gleichung hat laut der Vorlesung die Form

yp(x) = x! [q1(x ) *cos (wx) + q(x)e” sin (wx)]

1
[ 1(x)e%* cos (1 - x) + g5 (x)e®™ sin(l-x)]
[ (x) sin(x ]— x[q1(x)-1-cos(x)+gp(x)-1-sin(x)]

q1(x)x cos(x) + g2(x)x sin(x)

0

1(x)e cos(x )+ q2(x)e

fur alle x € R sind, wobei q1,4,: R — IR Polynome vom Grad gleich deg(gq) = 0 sind, d.h. es existieren
zwei Konstanten Cp, 1, Cp, » € R mit

g1 = Cp, und g = Cp 5 auf R.
Dies bedeutet fur die Losung y,, der partikuldren Gleichung:
Yp(x) = q1(x)x cos(x) + g2 (x)xsin(x) = Cp, 1 x cos(x) + Cp pxsin(x)
fur alle x € R. Weiter ist die Funktion y,, zweimal stetig-differenzierbar auf R mit den Ableitungen:
yp(x) Cp,1co8(x) — Cp 1 xsin(x) + Cp o sin(x) + Cp px cos(x),

yp '(x) = —Cp,18in(x) — Cp 1 8in(x) — Cp 1 xc0s(x) + Cp 5 cos(x) + Cp 5 cos(x) — Cp o xsin(x)

= —2Cp,1 8in(x) — Cp 1xcos(x) + 2Cp 2 cos(x) — Cp px sin(x)
fur alle x € R. Eingesetzt in die inhomogene Differentialgleichung erhalten wir somit:
cos(x) =y (x) + yp(x) = =2Cp, 1 sin(x) — Cp,1xc08(x) + 2Cp 5 cos(x) — Cp pxsin(x) + Cp 1 xc08(x) + Cp X 51N ()
= —2Cp,18in(x) + 2Cp 5 cos(x)

fur alle x € R. Daraus folgt nach Koeffizientenvergleich, weil Sinus und Cosinus zu einander linear
unabhdngig sind, dass

-2C

p1 =0 Cp,l =0,
1

2Cp’2 =1 Cp’g = 7

gilt. Damit lautet nun die Losung y,, der partikuldren Gleichung:

1
Yp(x) = Cp1xc0s(x) + Cp pxsin(x) = 0 - xcos(x) + 5 - xsin(x)

=0+ gsin(x) = %sin(x)

fur alle x e R.
Schritt 4. Aufstellen der allgemeinen Losung: Die allgemeine Losung y der Differentialgleichung
lautet nun

Y(x) = Yp(%) + Yh(x) = gsin(x) + Cpyy cos(x) + Cp 2 sin(x)
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fur alle x € R mit Konstanten Cy, 1, Cp, » € R. O
b) (i) Wir setzen erstmal

P(x,y)=x+1+y>+9? und Q(x,v) = 39> + 2y

tur alle (x,y) e Rx R.
Schritt 1. Uberpriifen auf Exaktheit: Weiter gilt fiir die partiellen Ableitungen:

d 2
— P(x,v)=3yp%+2y = 2:(_),
gy ey =3y 42y =p(3y+2)=3y|y+ 3
d
3 Qy) =0
fur alle (x,y) € R x R. Damit ist die Integrabilitatsbedingung erfiillt genau dann, wenn

2 d d
— = —P , = — , =
3y(y+ 3) gy ey = Q) =0
S pe {—2 O}
y 3’
gilt, aber die Menge
M::IRx{—%,O}QIRZ

ist kein Gebiet (da sie nicht offen ist). Also gilt fiir alle Gebiete @ = Q CRx R:

d d
d—yP(x,y) * EQ(W)

tur alle (x,y) € Q\M, d.h. die Differentialgleichung ist nicht-exakt.
Schritt 2. Eulerschen Multiplikator aufstellen: Laut dem Hinweis konnen wir ein 7 = 7 (x) finden,
d.h. ¢(x,v) = x. Damit ist

i(p(x,y) =1und C%}(p(x,y) =0.

dx
Also gilt:
£0(x,y) - £P(x) ) 0-(3y%+2y)
L0(59)-P(x,y) - £o(xy)-Qxy)  0-(x+1+y3+3%)—1-(3p7+2y)
—(3y2 + 23))
0-(3y*+2y)
—(3y2+2y)
-(3y*+2y)

=1=h(x)=h(e(xy))
fiir alle x,y € R. Daraus folgt nun fiir #:
1(z) — o) M2z _ [1dz _ oz

fur alle z € R. Damit gilt nun:
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fur alle x,y e R.
Die folgende Differentialgleichung ist nun exakt auf R?

P(x,p)dx + Q(x,p)dy = 0
ﬁ(xr}’) = W(x)P(X,y) = ex(x+ 1 +y3 +y2) = xex+ex+y3ex +y2ex,
Qx,y) =17 (x) Qlx,p) = €*(3p? + 2y) = 3p%e” + 2ye*

fur alle (x,y) e RxR. N
Also finden wir eine stetig-differenzierbare Funktionen F: R?> — R so, dass

VE(x,v) = ((%((x,y))) fir alle (x,p) € R?

4

ist.
Schritt 3. Finden einer Stammfunktion F: Dazu integrieren wir z.B. die y-Ableitung von F (also Q)
bzgl. der zweiten Komponente:

F(x,p) = f@(x,y)dy = J(3yze" +2ye*)dy
=p’e* +y%e* + C(x)
fiir alle (x,v) € R? und einer stetig-differenzierbaren Funktion C: R — RR. Weiter gilt nun:

xe* +e¥ +p3e* +pe’ = P(x,y) = %?(x,y)

X

=y +p%e* + C'(x) & C'(x) =xe*+e* = (1+x)e*

fiir alle (x,v) € R%. Damit erhalten wir fiir die Funktion C nach partieller Integration

C(x) = JC'(x)dx = J(l +x)e*dx
=[(1 +x)ex]—J1 cefdx=(1+x)e*—e*+C=(1+x-1)e*+C
=xe*+C
fur alle x € R und einer Konstante C € R. O.B.d.A. wihlen wir C =0, d.h. es ist
C(x) = xe* fir alle x € R.
Damit lautet die Stammfunktion F:
F(x,v) = v2e* +p2e* + C(x) = v + p2e + xe* = (y3 +9%+ x)ex

fiir alle (x,y) € R?.
Schritt 4. Existenz und Eindeutigkeit der Losung: Es gilt:

0= (j(x,y) = ex(3y2+2y) = 3exy(y+ %)
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2
s y(y+§):0
=S (x,y)ele{—%,O}:M

fiir x,y € R. Also finden wir fiir alle Paare (xg,yy) € R*\Mein Intervall I, C R mit x, € I, so, dass es
eine eindeutige stetig-differenzierbare Funktion y: I, — R\ {—%, 0} gibt mit

(3’3 +9°+ x)ex = F(x,9(x)) = F(x0, %) = (yg +98 + xo)e"0 fir alle x € I,.

Damit 16st p auf I, die obige Differentialgleichung und wegen 7 # 0 auch die urspriingliche Differen-

tialgleichung. O
(ii) Eine mogliche Physikalische Bedeutung ist vorstellbar, wenn wir das Vektorfeld
x+1+p3+9p?
392 +2y

als Kraftfeld betrachten. In diesem Fall sind die Losungen der Differentialgleichung gerade die
Kurven, entlang denen die Kraft keine Arbeit erzeugt oder vernichtet.
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Aufgabe 4 (14 + 6 =20 Punkte)

a) Geben Sie alle Funktionen u: [0,1] % (0,00) — R mit
Upp = Uy , x€(0,1), t>0,

an, die die Form u(x,t) = v(x)w(t) besitzen und die Randbedingungen

u(O,t):g—Z(l,t):O

far alle t > 0 erfuillen.

b) Losen Sie mit Hilfe der Methode der Charakteristiken das folgende Anfangswertproblem

up(x, 1) + 2uy(x, t) =

u(x,t), xtelR
u(x,0) = x.

Losung von Aufgabe 4

a) Schritt 1. Ansatz aufstellen und ableiten: Wir machen den Separationsansatz

Es ergeben sich die Ableitungen

Schritt 2. Ansatz einsetzen und Umformen: Setzen wir dies nun ein, erhalten wir

v(x)w”(t) = dpu(x,t) = dyyu(x,t) = v (x)w(t)
w//(t) B v/l(x)
w(t)  v(x)’

Schritt 3. Separationskonstante und Differentialgleichungen l6sen: Da dies fur alle t und x gelten
muss, mussen die beiden Quotienten

Durch Umformen ergeben sich so die beiden Differentialgleichungen

w” (1) = A2w(t),
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v”(x) = A%v(x).

Beides sind lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung, diese l16sen wir nun.
Losung zu w und v: Umgestellt bekommen wir

v”(x) = A%v(x) = 0.
Das charakteristische Polynom dazu lautet
Pp) = p* =A% = (=) (+ )
mit Nullstellen in y = +A. Als Losung folgt nun
v(x) = Cre M+ Cre™*

falls A = 0 und sonst (A = 0)
v(x)=C; + Cox

fir jeweils alle x € R mit Konstanten Cy, C,.
Analog erhalten wir als Losung w:
W(t) = Dle_"t + Dze/\t

falls A # 0 und sonst (A = 0)
W(t) = DI + th

fur jeweils alle t € R mit Konstanten Dy, D,.
Schritt 4. Randdaten beachten: Ist nun A = 0, so erhalten wir fur u:

uO(x, ) = v O (x)w' V(1) = (Cio) + C(zo)x)(DiO) + D;O)t)
tur alle t,x € R, bzw. fur A =0
uW(x, 1) = vV (0w (1) = (Ci/\)e—/\x N Cé)\)e/\x)(Di)\)e—/\t N D;)\)e/\t)
fur alle t,x € R. Wir mochten nun, dass die Randbedingung
u(0,1) =0 =9, uM(1,1)

fur alle zulassigen A und fur alle t > 0 erfiillt ist, dafiir berechnen wir die Ableitungen

9, u%(x, t) = C;_O) (Dio) + D:(zo)t)

D uM(x, t) = (—Cﬁ/\)/\e"\x + C(z/\)/\e’\x) (Di/\)e_/u + Dé/\)e’\t)

_ /\(_CY\)e—/\x N CgA)eAx)(Di/\)e—/\t + DV ,\t)_

fur alle t,x € R. Wenn Di/\) = Dé/\) = 0 fiir ein zulassiges A € C ist, so folgt direkt, dass wM =0auf R

ist, d.h. uM) = 0 auf R2.
Fall1. A =0:
Aus

0= u®(0, 1) = (CﬁO) + . 0)(Dio) +pV ) _ (Cim N 0)(D§0) +Dé0)t) = c§0>(D§o> +D§°)t)

— bitte wenden —



fur alle t € IR, folgt direkt, dass
c\”=0oder D! =D =0
ist.
Aus
0=0,u%,1) = c” (D" + DY)

fur alle t € R, folgt direkt, dass
0)

¥ =0oder D! =D =0
ist.
Fall 2. A #0:
Aus

o
Il
<

10,0 = (Cfe40 + et et pile
(1Y + Ve ) e 4 DY)
(et 1+ 1)(Df e+ DY Ve)

(e + ) (et DY)

fur alle t € R, folgt direkt, dass

ist.
Aus

d
0= au(’\)(l, t) = /\(—Ci/\)e_’\'1 + Cé/\)e/\'l)(D;A)e_’U + Dé/\)e/\t)

= A(—C?’e* - Ci/\)e’\) (D?)e*” + Dg”e“)
= —C;/\)/\ (e_’\ + e’\) (Dp)e_h + D;/\)e’\t)
fur alle t € R, folgt direkt, dass (da A = 0 ist)
Ci/\) =0 oder Di/‘) = Dé/\) =0odere*+e'=0

ist. Letzteres lasst sich dquivalent umformen zu:

et+et=0e &t =
o =21
& 2 =i(2k-1)nfirkeZ
o 1=iZ Litirkez
Aus CYU = 0 folgt nun auch Cé/\) = —Ci/\) = -0 = 0 und damit ebenfalls v*) = 0 auf R, was zu u}) = 0

auf R? fihrt.
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Insgesamt folgt nun
u(o)(x, )= (C£0) + C(zo)x)(Dﬁo) + Déo)t) =0,
lﬁMNxJ)z(Crk‘hx+(ﬁbehxxlﬁhfhf+[é”e“)
( o Mx _ ) Akx)(l)yne—1t4_l)gUeAt)

_ (e e nx)(DYUe—iLz‘lnt+D;k)eiz"7‘1nt)

(oL (2k=1 YL (2K
COS 1S 2 X Cos > X S1 2 X

2k-1 2k -1 2k -1 2k -1
-[D1 cos( nt)—iDik)sin( nt)+D§k)cos( 7 nt)+iD£k)sin( > nt)]

2
-1 2k -1 2k -1
x)((Dik) +D§k))cos( > nt) +i(D§k) —Dik))sin(Tnt))

tur alle t,x € R und k € IN wegen der Eulerschen Formel/ Formel von de Moivre und der Symmetrie
von Sinus und Kosinus mit A, = 12k L und

2k
= —2icl¥ sin(

k) Ak)

k) ._ ~() (k) ._
C; =C"und D;" :=D;
fur j=1,2und ke IN.

0O.B.d.A. wahlen wir Cik) = % fur alle k € IN.
Dann haben wir

2k—-1 2k—-1 2k—-1
u(k)(x,t) —21C§ sm( 7 x)((Dik)-f'D;k))COS( k2 nt)+i(D:(,_k)—Dik))sin( 3 nt))

2k -1 2k -1 2k -1
:Sin( k- x)( Dk +D ﬁk )cos( k2 nt)+i(D§k)—Dik))sin( k2 nt))

fur alle t,x e Rund k € IN.
Schritt 5. Allgemeine Losung uy aufstellen: Sei N € IN. Dann ist die (komplexwertige) Losung uy
von der Form

fur alle t,x € R mit Konstanten Dik),Dék) eCfiurke(l,...,N} bzw.

u(x,t)= Zsin( 2k2— 1x)((D§k) + Dék))cos(Zk; L nt) +i(D§k) - Dik))sin( 2k2_ ! nt))

k=1
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fur alle x € [0,1] und ¢t € (0,00) mit Konstanten Dﬁk),D(zk) € C fur k € IN so, dass die Reihe auf

[0,1]% (0, 0) konvergiert.
Damit ist die (reellwertige) Losung uy von der Form

N
un(x,t) = Zsin( 2k2— ! x)(5§k) cos(zkz_ L nt) + 5(2k) sin(zkz_ L nt))

k=1

fur alle t,x € R mit Konstanten 5;1(),5? eRfirke{0,1,...,N}, bzw.

u(x,t)= Zsin(zkz_ ! x)(ﬁﬁk) cos(zkz_ ! nt) + ﬁék) sin(zkz_ ! nt))
k=1

fur alle x € [0,1] und ¢ € (0,00) mit Konstanten ﬁik) ﬁék) € R fur k € IN so, dass die Reihe auf

[0,1]% (0, 0) konvergiert. O
b) Schritt 1. Setting aufstellen: Setzen wir

a(x,t,u) = (i),

b(x,t,u)=u(x,t),

f(x)=x.

Dann haben wir eine partielle Differentialgleichung der Form

a(x,t,u)- (gx]u(x, t)=b(x,t,u)
t

u(x,0) = f(x)

Schritt 2. Methode der Charakteristiken: Setze die Charakteristik k:

sowie w(s) := u (k(s)). Dann erhalten wir durch Ableiten von w und Einsetzen von w und k in die
Partielle Differentialgleichung:
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Schritt 3. Charakteristikensystem losen:
Losung fiir k: Es handelt sich bei t wie bei x um lineare Differentialgleichungen erster Ordnung,
welche einfach zu l6sen sind durch:

x(s) =2s+Cq,
tHs)=s+Cy

fur alle s € R mit Konstanten Cy,C, € R. Wegen den Anfangsbedingungen, ¢#(0) = 0 und x(0) = x,
erhalten wir:

tur alle s e R.
Losung fir w: Es handelt sich hierbei um eine homogene lineare Differentialgleichung erster
Ordnung, welche ebenfalls einfach zu losen ist. Die Losung ist gegeben durch

w(s) = Cze’
fir alle s € R mit einer Konstanten C3 € R. Wegen der Anfangsbedingung w(0) = x folgt nun:
w(s) = xgpe’

fur alle s e IR.
Schritt 4. Nach s, x; auflosen und einsetzen: Losen wir nach s auf, so erhalten wir:

s = t(s).
Losen wir nach x( auf, so erhalten wir:
X = x(s) — 2s = x(s) — 2¢(s).
Eingesetzt liefert dies uns

u (x(s), £(s)) = u (k(s)) = w(s) = xpe®
= (x(s) = 2t(s)) e
fur alle s € R. Somit hangt die rechte Seite auch nur noch von der gewahlten Charakteristik k ab, d.h.

die Losung u lautet nun
u(t,x) = (x—2t)e!

fir alle Paare (t,x) e Rx R. O



