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Aufgabe 1 (20 Punkte):
Bestimmen Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung

"

y" + " + 2y + 2y = 3xe™".

Hinwets: —1 ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Die homogene Differentialgleichung lautet v, + y}/ + 2y}, + 2yn, = 0. Wir setzen den Ansatz yj(z) = e*
in die homogene Differentialgleichung ein und erhalten damit fiir alle z € R:

0= yr' (z) + yi (z) + 2y}, (z) + 2yn(z) = ()\3 + A2 420+ 2) e,

Somit lautet das charakteristische Polynom: p(\) :== A3 + A2 + 2)\ + 2. Laut dem Hinweis ist —1 eine
Nullstelle von p. Einsetzen bestétigt dies nochmals. Die Faktorisierung erhalten wir zum Beispiel durch
raten oder Polynomdivision. Es gilt:

p(A) = (A +1)(\2 +2).

Somit sind A; == —1, Ay := V/2i, A3 := —+/2i alle Nullstellen von p und jede Nullstelle ist einfach. Ein
komplexes Fundamentalsystem der Differentialgleichung lautet also {z1, 22, 23} mit:

Aoz _ e\/§iw 23(:v) — e/\gw — e—\/§iw.

Ein reelles Fundamentalsystem erhalten wir durch die Real- und Imaginérteile des komplexen Fundamen-
talsystems. Dies entspricht einer geschickten Linearkombination, da die Differentialgleichung nur reelle
Koeffizienten besitzt:

y(2) =z (z) =e %, yo(x) = Re(za(x)) = % (y2(x) + y3(x)) = cos(\/%),
- (1a(2) ~ 5(a)) = sin(Vz).

ys(z) = Im(za(z)) = 5

Ein reelles Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung lautet also {y1,y2,y3}. Es wird nun
eine spezielle (partikuldre) Losung bendtigt. Wir beobachten, dass die rechte Seite die Form 3ze™* =
q(2)e’® cos(wz) mit ¢(z) = 3z (Polynom vom Grad 1), 0 = —1 und w = 0 hat. Die Zahl ¢ + iw = —1 ist
eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms (setze n := 1). Wie in der Vorlesung machen wir
den Ansatz

yp(x) = 2" (r(2)e’ cos(wz) + s(x)e’ sin(wx)) , r(z) =19 +mz, s(x):= s+ s12.

Hierbei entspricht die Potenz im Monom am Anfang der Vielfachheit der Nullstelle ¢ 4+ iw = —1 im
charakteristischen Polynom und r, s sind Polynome vom gleichen Grad wie q. Wir haben also den Ansatz
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yp(x) = (roz + r12?)e*. Wir berechnen die Ableitungen des Ansatzes:

%yp(x) = %(rox +ra?) e " + (rox + ra?) - %e,x,
(%;yp(x) - di;(rox +ria?) e+ 2%(7’(@ +ria?) - %ew + (rox + %) - dd—;eﬂ,
(;L;yp(x) - ;T:i”(rox +ria®) et 4 3;7322(7"@ +riz?) - %e*x
" 3% (roz +r12%) - ddf;eﬂ‘ + (roz +112%) - (;L;efz.

Hierbei haben die Produktregel fiir hohere Ableitungen benutzt. Es empfiehlt sich, nicht die Ableitungen
sofort auszurechnen, sondern zuerst in die DGL einzusetzen, Terme zu sortieren und dabei Ausléschungs-
effekte zu nutzen. Damit erhalten wir fiir alle z € R:
!
3ve™ =y (x) + y, (x) + 2y, () + 2y, ()

d3 d? d
= (roz +r2?) - (d:r?’e_z + @e_m + 2£e_m + 2e_f’3>

d d? d
+ — (rox + r1z?) - <3ef” +2—e T 4 2em)

dx dx? dx
d? d d3
+ @(7’01' + TleQ) . (?stcez + ez> + @(Tom + 7"1582) e’

= (rox+m2%) -0+ (ro +2rz)- (3—2+2)e *+2r - (-3+1)e “+0-e° "
= (3rg —4ry1)e”* + 6rixze .
Ein Koeflizientenvergleich liefert:

! ! 2 1
0:37‘0*47"1, 3:67’1, = rozg’ rlzi_

Eine spezielle Losung lautet also y,(z) = x - (2 + 3z) e~*. Damit sind die Lésungen der Differentialglei-
chung genau gegeben durch Funktionen der Form: d¢y,¢o,c3 € R:

y(x) = cry1(z) + caye(x) + c3y3(x) + yp(x)

2 1
=y cos(\/ﬁx) + c3 sin(x/ia:) + (61 + gx + 2x2> e %,
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Aufgabe 2 (6 + 6 + 8 = 20 Punkte):
Wir betrachten fir o, 8 € R das Anfangswertproblem

1 — (14 g2e—2" z)a

*) {y ( +h%eT +yT)
y(0) = 0.

(i) Losen Sie (%) fir a =1, § = 0.

(ii) Bestimmen Sie alle «r, 8 € R, fiir die das Anfangswertproblem (%) eine eindeutige Losung besitzt.

(iii) Bestimmen Sie alle a, § € R, fiir die das Anfangswertproblem (%) geméif eines Kriteriums aus der
Vorlesung eine globale Losung besitzt.
Hinweis: Sie miissen nicht beweisen, dass das Anfangswertproblem (x) fiir alle anderen «, 3 keine
globale Losung besitzt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

(i) Wir verwenden die Methode "Trennung der Variablen’:

_ 2 o
y/_1+y7 — 1-&1{3/2717
y(0) =0 y(0) =0
Aand / ——d{= / 1dr < arctan(y(z)) — arctan(0) =2 — 0
0 1+&2 0

— y(z) = tan(z).

Hierbei hat der Term 1 + y? keine Nullstellen. Somit ist y(z) = tan(x) die eindeutige Losung des
Anfangswertproblems mit maximalem Exitenzintervall (-7, 7).

(i) Fiir jedes o, B € Rist f: R2 - R, f(z,y) == (1 + 8%~ + y2)® eine C'-Funktion als Komposition
von C'-Funktionen. Beachten Sie, dass der Term in der Klammer immer sogar groBer gleich 1, also
strikt positiv ist. Laut Vorlesung, Satz von Picard-Lindeloff, existiert ein maximales Intervall I C R
mit 0 € I und eine Funktion y: I — R, sodass y die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
(%) ist.

(iii) Sei f wie zuvor und y: I — R die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (*) mit maximalem
Existenzintervall I C R. Laut Vorlesung ist eine hinreichende Bedingung fiir I = R: Es existiert
eine Konstante C' > 0 so, dass |f(x,y)| < C(1+ |y|) fir alle z,y € R gilt.

Behauptung: Es gilt [3C > 0Vz,y e R: |f(z,y)| S C(L+y])] <= a < 3.
Beweis: Wir machen eine Fallunterscheidung in 3 Falle.
Fall 1: o <0. ,
Wegen 1+ 3%e%" + 42 > 1ist f(z,y) = |f(z,y)| <1 < 1(1+ |y|) und die Behauptung gilt.
Fall 2: a € (0, 1].
Wir rechnen fiir z,y € R:
1+626—3¢2 +y2 S 1+62+y2 S 1+62+y2+52y2 — (1+62)(1+y2)
< (1+B)A+ 2yl + 7).

Fir die nichste Rechnung nutzen wir, dass die Abbildungen (0,00) 3 z — 2% (da a > 0) und
(0,00)  z +— b® fiir b > 1 monoton wachsen. Damit erhalten wir

@yl = (14 8% +42)" < (14831 + 2]yl +5)°
< (14 81+ 20yl +32)* = 1+ B2(1+ ly).

Somit gilt die Behauptung mit C' = /1 + 52.

Alternativ Fall 142 in einem: o < %
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Fir die nichste Rechnung nutzen wir, dass die Abbildungen (0,00) 3 z — 2% (da a > 0) und
(0,00) 3 z + b* fiir b > 1 monoton wachsen. Damit erhalten wir

o : o1+l
1 2 . —x 2 1 2.1 e A ()
( e +y) S@+514y7) (1+y)*=
(148 <y| )1 gt
_<(1—|—|y|)2+ T+ [y] A+ly) < (1+B2+1)% - (1+y]).

Somit gilt die Behauptung mit C := /2 + 32
Fall 3: a > %
Dann haben wir

0+y2)" am1 1
f(z,y) > ( y) :|y|2 1. - MJFOO, flir y — +o0.
1+ [y| 1+ |y w1

Insbesondere existiert keine Konstante C' < co mit |f(x,y)| < C(1 + |y|) fiir alle z,y € R.

Damit ist die Behauptung beweisen und im Fall @ < % liefert das hinreichende Kriterium aus
der Vorlesung: I = R. Fir o > % liefert dieser Satz jedoch keine Aussage iiber das maximale
Existenzintervall I der Losung y.
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Aufgabe 3 (7+ 6 + 7 = 20 Punkte):
Betrachten Sie die Warmeleitungsgleichungen mit Randwerten

%7A’U,:O, $1,£C2€(0,W),t>0,

(%) u(x1,0,t) = u(xy,m,t) =0, x1 €[0,7],¢t>0,
U(O,l’Q,t) = U(T(,:L'Q,t) = 07 Ty € [Oa,ﬂ]at > Oa

2
() %_gm2:0’ $€(077r)3t>07
w(0,t) = w(m,t) =0, t>0.

(i) Esseienw, z: [0,7]%[0,00) — R Losungen von (¢). Zeigen Sie, dass durch u(z1, zo,t) = w(x1,t)z(x2,t)
eine Losung von (%) gegeben ist.

(ii) Geben Sie alle Losungen w von (¢) an, welche die Form w(x,t) = a(x)b(t) besitzen.

(iii) Bestimmen Sie eine Losung u von (x) mit u(z1, z2,0) = sin(2z1) sin(3x2).
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(i) Sei u(w1,xz2,t) == w(xy,t)z(x2,t). Dann ist u zweimal stetig differenzierbar in z und einmal stetig
differenzierbar in t als Komposition solcher Funktionen. Weiter gilt fiir z; € (0,7),z2 € (0,7),¢ > 0:

0 0 0
S @1 @2, t) = (21,022, 8) + w(an, ) 5 (02, ),
0 0 0? 0?
G (0020 = G 02w, t), G (e t) = G (en, 020, 0)
0 13} 2 0?
371(%17502715) = w(xl,t)a—;(@,t), 67%(901,152,75) = w(xlyt)aié(x%t)v
und damit
O 1,2, 1) — Ay, 1)
ot T1, T2, ulr, e,
ow 0w 0z 0%z
= <at(x1,t) — 8,73%(171’15)) z(x9,t) + w(xy,t) (m(xg,t) — @x%(xQ’t)> =0.
Fiir die Randwerte rechnen wir fiir x; € [0, 7], z2 € [0, 7], ¢ > O:
u(zry,0,t) = w(zxy,t)2z(0,t) = 0, u(zy, m,t) = w(xy, t)z(m, t) =0,
(0, x9,t) = w(0,t)z(x2,t) = 0, u(m, x9,t) = w(m, t)z(ze,t) = 0.

Also ist u eine Losung von ().

(ii) Einsetzen des Separationsansatzes w(x,t) = a(x)b(t) in die Differentialgleichung in (o) liefert:

1 OQw 0w () a'(x)
= —(z,t) — =—(z,t) = b(t) —a”(2)b(t = -
falls a(z) # 0 # b(t). Da diese Gleichheit fiir alle z,¢ € R gelten soll, muss es ein A € R geben,

sodass:
—a"(z) = Ma(x), b (t) = —\b(t).
Fiir die Randwerte erhalten wir:
0= w(z,0)=a(0)b(t), 0=wx,x)=alm)b).

Damit b nicht sofort konstant 0 ist (triviale Losung), suchen wir a mit a(0) = a(7) = 0. Zusammen
erhalten wir also

{;(C(L)I)/Z) :ﬂ))\azxg, TR O V() =-x(1), t>0
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Wie in Aufgabe 21 auf Ubungsblatt 11 sehen wir, dass A > 0 gelten muss: Wir multiplizieren die
Differentialgleichung in [J mit a, integrieren und nutzen die Randwerte:

U

)\/0 a(z)?dz = /0 —ad"(z)a(z) dz = —d'(7)a(m) + a’(0) £(0) —|—/ (a'(z))" dz

0
_ Jo (@' (@)*da

= Jo ! > 0.
Jo a(x)?dx

& A

Also hat a die Form
a(z) = A- sin(xf)@) +B- cos(xf)\m).
Einsetzen der Randwerte liefert

0=a(0)=A-0+B-1, A\ 0 1
OQa(w):ASin(\Aw)+Bcos(xf)\7r>, < (B>E o (sin(ﬂw) COS(\F/\W)>

Damit a nicht konstant die Nullfunktion ist, muss die Determinante der Matrix 0 sein. Dies ist
genau dann der Fall, wenn Siﬂ(ﬁﬁ) =0, d.h. wenn es ein k € N gibt, sodass VA = k. In diesem
Fall liegt der Vektor (1,0)7 im Kern der Matrix, d.h. die Losung a des Randwertproblems [ lautet
a(x) = Asin(kz). Beachten Sie, dass k¥ = 0 nicht erlaubt ist, da die Losungsfunktion dann a = 0
lautet wiirde und wir eine nichttriviale Losung suchen. Die Losung b der Differentialgleichung ()
lautet: b(t) = b(0) exp(—k?t). Zusammen erhalten wir also fiir jedes k¥ € N und ¢ € R eine Losung
w des Randwertproblems (o) als:

w(z,t) = csin(kz) exp(—k°t), (x,t) € ]0,7] x [0, 00).

(iii) Wir machen wie in Teil (i) einen Separationsansatz u(xi,zs,t) = w(xy,t)z(x2,t). Separieren wir
w und z nochmals wie in Teil (ii), so haben diese die Form w(z1,t) = ¢y sin(kiz)e %, z(2g,t) =
Ca sin(kgx)e*kgt mit k1, k2 € N, ¢1,¢0 € R. Der Anfangswert u(xy,22,0) = sin(2z1) sin(3z3) passt
ebenfalls in diese Separation mit wg(z1) = sin(2z1) und zo(z2) = sin(3z2). Wir vergleichen die
Ansétze mit den Anfangswerten, um die doch freien Parameter zu bestimmen:

ey sin(kiz) - 1 = w(xq, 0) . wo (1) = sin(2x1) o ci=1, k=2,
e sin(kax) - 1 = z(x2,0) . 20(x2) = sin(3x2) & co=1, ky=3.

Wir erhalten: u(z1, q,t) = sin(2z;)e™* sin(3z2)e™% = sin(2x1) sin(3x3)e 3. Diese Funktion hat
den korrekten Anfangswert und ist nach Teil (i) und (ii) eine Lésung von (x).
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Aufgabe 4 (5+ 7 + 8 = 20 Punkte):
Lésen Sie die inhomogene Wellengleichung
Gt — 538 =sin(a), ztER,
(%) < u(z,0) =0, z ER,
9u(3,0) = cosh(z)es"h(®) xR

Gehen Sie hierzu wie folgt vor:

i) Finden Sie eine Losung @ der partiellen Differentialgleichun, 24 _ 2% _ gip(y , die nur von x
g g g

ot? oz2 T
abhangt.
(ii) Definieren Sie w := u — 4. Bestimmen Sie dasjenige Anfangswertproblem, welches w 16st.

(iii) Geben Sie mit Hilfe der Schritte (i) und (ii) die Losung u des Problems (%) an. Rechnen Sie hierbei
alle Integrale explizit aus.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(i) Fir die Funktion a(z,t) = f(z) gilt 2 6t2 U(z,t) — %(axt) = —f"(x), also muss f die Gleichung

—f"(x) = sin(x) erfiillen. Die allgemeine Losung lautet f(x) = a + bx + sin(z) mit a,b € R. Da wir
nur an einer Losung interessiert sind, setzen wir a = b = 0 und erhalten @(x,t) = f(x) = sin(x).

(if) Sei w :=u — 4 mit @(x,t) = sin(z). Dann gilt fir z,t € R:

0%w 0%w 0%u 0%u 0% 0%
W(zat) - @(%t) (atg (z,t) — W(xat)) - (atg(xvt) - W(%ﬂ)
82 0%u
8152 ( t) - P 2( ) )
Also:

0w 0w 0%u 8%u

W(x,t) ) (,6) =0 <= ﬁ(x,t) o +5 (@,1) = sin(x).
Fir die Anfangswerte finden wir fiir z € R:

w(x,0) = u(z,0) — a(x,0) = u(z,0) — sin(x),

ow 6 au 8u

Insgesamt gilt also fiir die Systeme:

%%f%%fsmm zteR
( 0) = r eR,
x,0) = COSh( Jesinh(@) - e R
‘9; -&v =9, z,t €R,
= w( 0) = —sm(x) r eR,
( 0) sh(z)es™h(@) e R.

(iii) Das letzte System ist eine homogene Wellengleichung, fiir die wir die Losungsformel aus der Vorle-
sung anwenden kénnen. Die Losung ist gegeben durch

w(x,t) =

1ot .
—sin(x +t) —sin(x —t)) + = cosh(z)esinh(2) 45
(= sine +1) = sin(z ~ 1)) + 5

r—t

N =

1 inh(x inh(z
— 5 (_ Sin(l’ + t) _ sin(x _ t) + eSll’lh(.I,-‘rt) _ esmh(l—t))

fir z,¢t € R. Damit erhalten wir fiir die Losung u von (x):
u(z,t) = w(z,t) + a(x,t)

1 ; .
=3 (2 sin(x) — sin(z + t) — sin(z — t) 4+ SMhHEH) _ e““h(z*t)) .

Seite 7/ 7



