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Aufgabe 1 (10+10=20 Punkte):

(i) Bestimmen Sie die allgemeine Losung u(z) der folgenden inhomogenen Differentialgleichung

1
W ——u=3z, xz€/(0,00).
T

(ii) Bestimmen Sie die allgemeine Losung y(x) der folgenden inhomogenen Differentialgleichung

1 1
y' = (42 + (- + 1)y =3we”, x€(0,00)

mit dem Verfahren von d’Alembert.
Hinweis 1: Die Funktion y;(x) = €%, x € (0, 00), 16st die zugehorige homogene Gleichung.
Hinweis 2: Sie diirfen Thr Ergebnis aus Teilaufgabe (i) verwenden.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(i) Die allgemeine Losung uy, der zugehorigen homogenen Gleichung ist gegeben durch uy(z) = Co,
z € (0,00), mit einer Konstanten C' € R. Fiir eine spezielle Losung verwenden wir der Variation-
der-Konstanten Ansatz u,(z) = C(z)z. Einsetzen in die inhomogene u-Gleichung ergibt

C'(z)x =3z <= C(C'(z)=3 <« C(C(x)=3z,
und damit u,(z) = 3z2. Die allgemeine Losung der u-Gleichung ist daher

u(z) = Cx + 32, x € (0,00).

(ii) Wir verwenden das Verfahren von d’Alembert: Der Ansatz y = vy; mit einer zu bestimmenden
Funktion v fiihrt auf

1
v’ — =0 = 3.
x

Nach Teilaufgabe (i) gilt
V' (z) = Cz + 322, € (0,00).

Aufintegrieren liefert
v(x) =Crz+ 23+ Cy, 1z € (0,00),

mit Konstanten C7,Cy € R. Insgesamt erhalten wir die allgemeine Losung der y-Gleichung
y(x) = y1(z)v(x) = *(Cra + 2% + C3), x € (0,00),

mit Konstanten Cq,C5 € R.

Aufgabe 2 ((2+4+4)+10=20 Punkte):

(i) Gegeben sei das Anfangswertproblem

(14 22?)ydx 4 zdy = 0,
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(a) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung nicht exakt ist.

(b) Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor p der Form u(z,y) = p(x) mit einer geeigneten
Funktion p : R — R.

(¢) Geben Sie die Losung y(z) des Anfangswertproblems in expliziter Form an.

(ii) Losen Sie das Anfangswertproblem

y' -y —2xy =0,
y(0) =1,
y'(0) =0,

mit einem Potenzreihenansatz y(z) = Y7 ¢,2™, mit Koeffizienten (¢, )nen, C R.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2
(i) Seien P(z,y) = (1 + 22%)y, Q(z,y) = = fiir (z,y) € R% Dann sind P, Q stetig differenziertbar auf
R? mit
0y P(z,y) = 1+22%, 9,Q(x,y) = L
Da diese auf keinem Gebiet in R? iibereinstimmen, ist die Differentialgleichung nicht exakt. Wir
suchen daher eine Funktion p: R — R mit

9y (p(2) P(x,y)) = 92 (p(2)Q(x,y)),
= (1+20%)p(z) = zp'(x) + p(2),
o) = 2epte),
<= plz)=e", zeR

Die dquivalente Differentialgleichung
(1+ 2x2)yew2dx + xeizdy =0

ist also exakt auf R%. Eine mogliche Stammfunktion ist

2 1+ 222)ye®”
F(z,y) =aye”, dh Vg, F= <( Iz)y ) .

xTre

Die Losung zum Anfangswert y(1) = 1 erfiillt die Gleichung

F(a,y(x)) = F(1,y(1))

<— xy()mzl,

— y(z) = , x € (0,00)
x
(ii) Der Potenzreihenansatz fithrt zu
y(@) = caz”, y(0) = co,
n=0
=Y newa ™l y(0) =,
n=1
y'(z) = Z(n +2)(n+ 1)cpoz™.
n=0
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

0= y// _ a:Qy/ _ 23/‘y

o0
= 2¢y + Z n+2)(n+ 1)cp 22 Z ne, T — Z 2¢,x" 1
n=1 n=0
=2cy + Z(n +2)(n+ 1)cpqoz™ — Z(n + 1)ep_12™
n=1 n=1

=2cy + Z(n +1D((n+2)cnta — cn—1)z™.

n=1

Wir erhalten die Bedingungen

02207
Cn_
cn+2:nn7+12, Vn e N

Unter Verwendung von ¢y = 1 und ¢; = 0 berechnen wir

1
= , Clp = C11 = O7

Aufgabe 3 (10+10=20 Punkte):

(i) Seien @ > 0 und b : [0,00) — R eine stetige Funktion. Weiter seien (1, ¢ : [0,00) — R zwei stetig
differenzierbare Funktionen, welche die Ungleichungen

90/1 (t) < a@l(t) b(t)a te (07 00)7
©5(t) > apa(t) +0(t), € (0,00),
©1(0) < 2(0),

erfiillen. Zeigen Sie, dass ¢1(t) < o(t) fiir alle ¢ € [0, c0) gilt.
Hinweis: Wenden Sie das Lemma von Gronwall auf die Differenz (t) := 1 (t) — ¢2(t) an.

(ii) Gegeben sei das lineare Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten

2 0 3
y'(t)=Ay(t), teR, mit A=[|-3 -1 -2
0o 0 -1

Bestimmen Sie die allgemeine Losung 4 : R — R? des obigen Differentialgleichungssystems.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
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(i) Wir definieren ¢(t) := ¢1(t) — p2(t), t € [0,00). Dann gilt
¢'(t) = p1(1) = p5(t) < apa(t) +b(t) — (apa(t) +b(t)) = ap(t), € [0,00).

Aufintegrieren liefert

o () < 9(0) +a / P()dt < a / ()t

wobel wir in der zweiten Ungleichung verwendet haben, dass ¢(0) = ¢1(0) — ¢2(0) < 0. Nach dem
Lemma von Gronwall gilt also ¢(t) < 0 fiir alle ¢ € [0, 00), d.h. p1(t) < @a(t) fiir alle t € [0, 00).

(ii) Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch

2—-A 0 3 91\ 3
p(A)=det | -3 —-1-X =2 =—(1+X) det( 0 _(1+)\))
0 0 —1-A
=(1+N?%2-N).
A hat daher die Eigenwerte —1, —1 und 2. Wir berechnen
0 O
Kern(A — 2I) = Kern | =3 -3 —2 = span{ 1,
0
3 0 3 0
Kern(A+I)=Kern [ -3 0 —2| =span{| 1]},
0 0 0 0
0 9 0 -1
Kern(A+D)?=Kern | =9 0 —9| =span{|[1]|,[ 0 |}
0 0 0 0 1
Eine mogliche Wahl fiir ein Fundamentalsystem ist daher {51, ¢?2, 53} mit
. 1
¢51 (t) = €2t -1 s
0
B 0
¢2(t) = eft 1 s
0
B -1 -1 -1 0
o) =et({ 0 | +ta+n| 0 |)=et({ 0 |+2(1])
1 1 1 0

Die allgemeine Losung lautet dann
3
= Z Oz¢z(t)a te Ra
i=1
mit Konstanten C1,Cs, C3 € R.

Aufgabe 4 (4+16=20 Punkte):

(i) Bestimmen Sie die Losung u(x,t) des Problems

—4u, =0, (v,t) € R?,
u(z,0) = sin(x)e”, z €R.
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(ii) Gegeben sei die partielle Differentialgleichung
g — 2tug, =0, (z,t) € R

Bestimmen Sie alle reellwertigen Losungen von der Form u(z,t) = w(x)v(t) mit geeigneten Funk-
tionen v, w.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(i) Nach der Formel aus der Vorlesung gilt

u(z,t) = sin(z + 4t)e™ ™ (t,x) € R%

(ii) Einsetzen des Ansatzes u(zx,t) = v(t)w(x) liefert
' ()w(z) — 2tv(t)w” (x) = 0.
Auf der Menge {(z,t) € R? : w(x)v(t) # 0} gilt

) (@)
2to(t)  w(z)

Da die beiden Seiten jeweils von verschiedenen Variablen abhéngen, existiert eine Konstante o € R
mit

v'(t) = a2tv(t), VteR, (1)
w”(z) = aw(z), VreR. (2)

Gleichung impliziert, dass
v(t) = Ce” Jo2t'dt’ — ceot”  teR

fiir eine Konstante C' € R. Gleichung ist eine homogene Gleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom lautet p(A\) = A2 — a.
Fall o > 0: Dann sind ++/a die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, und w ist gegeben
durch

w(z) = CreVor 4 C’ge_‘/am, zeR

fiir Konstanten C,Cs € R.
Fall o < 0: Dann sind #iy/—a die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, und w ist gegeben
durch

w(z) = Cysin(v/—ax) + Cycos(vV—azx), z€R.

fiir (z,t) € (0,00) x R mit Konstanten C;,C5 € R.

Fall a = 0: Dann erfiillt w die Differentialgleichung w”(x) = 0 fir x € R, d.h. w(z) = Ciz + Cy
mit Konstanten Cq,Cy € R.

Insgesamt erhalten wir die Losungen

e“tz(éle‘/a‘"” + Che=Vor), a >0,
u(z,t) = ef“tz(6~*1~sin( —ax) 4 Cy cos(v/—azx)), a <0,
Cll‘ + CQa a=0.

fiir (z,t) € R?, mit Konstanten Cy,Cy € R. Dann sind alle Lésungen der Differentialgleichung aus
der Aufgabenstellung von der Form w(z,t) = w(x)v(t) gegeben durch Linearkombinationen der
obigen drei Losungen.
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