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Aufgabe 1 (30 Punkte):
(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem des folgenden linearen Differentialgleichungssystems mit

konstanten Koeflizienten

2 1 -1
y=Ay, mit A=|-3 1 -3
-4 -1 -1

Sie kénnen verwenden, dass das charakteristische Polynom von A gegeben ist durch

p(A) =—-A=1DA+2)(A=3).

(b) Es seien D := (0,00)? und P,Q € C'(D,R) definiert durch
Ple,y) =yl +ay),  Qlry):=-z  ((x,y)€D)
a) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung
P(z,y)dr + Q(x,y)dy =0
nicht exakt ist in D.

b) Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor u € C1((0,00),R)\ {0} der Form u = pu(y), sodass

die Differentialgleichung
w(y) Pz, y)dr + p(y)Q(z,y)dy = 0

in D exakt ist. Bestimmen Sie weiter alle Losungen der Gleichung in impliziter Form.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
(a) Die Eigenwerte von A entsprechen den Nullstellen von p. Diese sind gegeben durch —2,1, 3.

Wir berechnen nun die zugehorigen Eigenrdume. Es gilt

1 1 -1 1 1 -1 1 0 1 1
Ey=%ker(A—I)=ker{ -3 0 —-3]=ker{0 3 6 |=ker{0 1 —2| =span{|—-2]},
-4 -1 =2 0 3 6 0 0 O -1
4 1 -1 4 1 -1 1 0 0 0
E_o=ker(A+2I)=ker| -3 3 —3|=ker|1l -1 1 |=ker(0O 1 —1| =span{|1]},
-4 -1 1 0 O 0 0 0 O 1
-1 1 -1 1 -1 1 1 0 1 1
Es=%ker(A—3I)=ker( -3 -2 —-3] =ker{0 —5 0] =ker{0 1 O] =span{| 0 |}.
—4 -1 —4 0 -3 0 0 0 O -1
Nach Vorlesung erhalten wir ein Fundamentalsystem {¢1, ¢2, ¢3} mit
1 0 1
or(t)=e'| =2 |, da(t)=e |1, @s(t)=e™| 0 (tEeR).
-1 1 -1
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(b) Wir bemerken zunéchst, dass D konvex ist. Wir definieren P(z,y) = y(1 + zy), Q(z,y) = —z. Ist
die DGL exakt in D = (0,00)? so muss nach Vorlesung die Gleichung P, (z,y) = Q.(z,y) (z,y € R)
gelten. Es ist jedoch Py(z,y) =1+ 2zy # —1 = Qy(z,y) fir (z,y) € D und damit die DGL auch
nicht exakt in D.

Nach Vorlesung ist die DGL

w(y) Pz, y)dx + u(y)Q(z,y)dy = 0

in D exakt, wenn p der folgenden Differentialgleichung gentigt:

R U R L

Als Losung erhalten wir zum Beispiel den integrierenden Faktor p(y) =y

w(y) =
_2.

Wir bestimmen nun eine Stammfunktion F. Es muss gelten

Fo) = [t Plo)ds = [ F+ade =24 202 4 ol

fiir eine Funktion ¢ € C1(0,0). Es folgt

x x
— g TOW = Fy@y) =n@)Qwy) = -3

und damit ¢/(y) = 0. Wir erhalten also eine Stammfunktion F(x,y) = x/y+1/222 (z,y > 0). Alle

Losungen der Gleichung sind dann implizit gegeben durch

F(z,y)=C (C eR).

Aufgabe 2 (20 Punkte):
Wir betrachten die Differentialgleichung

13
(1) 2%y (x) = 22y () + y(2) = 0.
Bestimmen Sie die eindeutige Losung y: (0,00) — R von mit Anfangsbedingung y(1) = 0,¢'(1) =1
und berechnen Sie den einseitigen Grenzwert lir(r]1+y(a:).
T—r

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

Wir beachten zunéchst, dass es sich um eine Eulersche Differentialgleichung handelt. Wir verwenden
die Substitution aus der Vorlesung, um die Gleichung auf eine DGL mit konstanten Koeffizienten zu
transformieren. Wir setzten

r=¢, u)=y)  y(2) = u(ln(x)).

Dann gilt
iy _dy |y
dt  dz”’ 2 dx dx?

und wir erhalten

13 13
22y’ — 2zy + Y= u” —3u’ + Tu= 0

Die Gleichung in u ist eine linear DGL mit konstanten Koeffizienten. Das zugehorige charakteristische
Polynom ist gegeben durch

13
mit Nullstellen
3£v9-13 3 .
Ae=———— =3 #t
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Wir finden zunéchst die zwei linear unabhéngige Losungen der DGL fiir w:
uy (t) == &3/ cos(t), ug(t) = 3/ ?sin(t)(t € R).
und die allgemeine Losung von ist dann gegeben durch
y(z) = crui(In(z)) + coua(In(x)) = c12%/? cos(In(x)) 4 cox®? sin(In(z)), x>0,c1,c0 € R,
Die Anfangsbedingungen liefern nun Gleichungen fiir ¢ o:
0 =y(1) = ¢1 cos(0) + ¢ sin(0) = &1
1=9'(1)= clga:l/g cos(In(z)) — c12/? sin(In(z))+

3 3
02§x1/2 sin(In(z)) 4 cox/? cos(In(z))|p=1 = 1y + 2 =ca.

SchlieBlich erhalten wir die eindeutige Losung des AWPs y(z) = 2%/2sin(In(z)) (z > 0). Wegen |sin(z)| <
1 sehen wir, dass
ly(z)| < 2% =0 (x — 0+).
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Aufgabe 3 (20 Punkte):
Wir betrachten das Anfangswertproblem

(2)

u=(1-u—v)u, u(0)=u,

/ up, Vo > 0.

vV=(1-v—uv, v(0)=mwvp,

Nach den Satzen der Vorlesung besitzt eine eindeutig bestimmte Losung (u,v): [0,00) — R2.
(a) Zeigen Sie, dass u(t),v(t) > 0 fur alle ¢ € [0, 00).

(b) Zeigen Sie die Ungleichungen
u'(t) <wu(t), v'(t) <wo(t), firallete [0,00).

(c) Folgern Sie, dass
u(t) <wugel, w(t) <wel, fiir alle t € [0,00).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(a) Wir erkennen, dass u das lineare Anfangswertproblem
Wv=>1-u—0v) u,
u(0) = uy,

16st. Die Losungsformel fiir linear DGLs liefert dann
t
u(t) = ugp - exp </ 1—u(s)— v(s)ds) >0,
0
da ug > 0. Fiir v kann man analog argumentieren.

(b) Nach (i) gilt u(t),v(¢) > 0 fiir alle t € [0,00). Damit folgt fiir ¢ € [0, 00):
() = (1= u(t) — o(t))u(t) = u(t) —u(t)? — o(t)u(t) < u(t)

und analog

(¢) Nach (ii) gilt
u(t) = ug —1—/0 u'(s)ds < ug +/0 u(s)ds

und das Lemma von Gronwall liefert fiir alle ¢ € [0, 00) die Abschétzung u(t) < uge’. Analog erhélt
man

t t
v(t) = vg +/ v'(s)ds < v +/ v(s)ds
0 0
und wieder liefert das Lemma von Gronwall die Ungleichung v(t) < vpel.

Aufgabe 4 (10 Punkte):
Bestimmen Sie die eindeutige Losung der Wellengleichung

g (T,1) — Ugp (2, 1) =0 ((z,1) € R?),
u(z,0) = 2> (z €R),
ug(x,0) = cos(z) (x € R).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Wir setzen f(r) = 22, g(x) = cos(x). Nach Vorlesung ist die eindeutige Losung der Wellengleichung
gegeben durch

z+t -+t
| sy =50+ @) w5 [ costiay

u(:L’,t):%(f(fv*t)JFf(fEWLt))WL1 . _

2

1
=2 +12 + §(sin(x +t) —sin(z — t))
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