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Loésungsvorschlige

Aufgabe 1
a) Die Differentialgleichung ist von der Form P(z,y)dz + Q(x,y) dy = 0 mit
P(z,y) ==z —y*,  Qz,y):=2zy.

Offenbar sind P, Q: R? — R stetig differenzierbar. Die Differentialgleichung ist nicht exakt,
denn es gilt

Py(x,y) — Qu(z,y) = =2y — 2y = —4y.

Allerdings hangt
P,—Q, -4y 2

Q  2xy x
nur von x ab, so dass es einen integrierenden Faktor u, der nur von = abhéngt, geben muss.
Fir g = p(x) soll (uP), = (1Q). gelten, also

pPy=p'Q+pQ,,  dh  p=—F—pu=——p.

2 1
= _Zdr )| = e 2lel —
u(fl:) exp (/ x) € D)

Fiir z > 0 haben wir damit einen integrierenden Faktor gefunden. Wir multiplizieren die Dif-
ferentialgleichung mit u(x) = 72 und 16sen die sich ergebende exakte Differentialgleichung

Eine Losung hiervon ist

x —y?

2
5 dx—l——ydy:O.
x T

Fiir eine zugehorige Stammfunktion F': (0,00) x R — R soll Fy(z,y) = 2 gelten, daher ist

Fla) =L+ el

mit einer gewissen Funktion ¢, und damit ergibt sich

)

SHE—

Fy(z,y) = =25 +d(a) =

H{\J@

Wir wihlen ¢(x) = Inz und haben eine Stammfunktion der Differentialgleichung gefunden.
Alle Losungen sind dann implizit gegeben durch

2

ﬂ%w=%+mx=0 (C €R).
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Wegen F'(1,2) = 4 folgt fiir die Losung des Anfangswertproblems

2
F(w,y):;+ln$:4,

so dass wegen y(1) =2 >0
y(x) = y/z(4 —Inx)

folgt. Dabei ist (0, e?) das maximale Existenzintervall der Losung. Dieses ergibt sich aus den
Forderungen z > 0 und z(4 — Inz) > 0, welche genau fiir z € (0, ¢*) erfiillt sind.

b) Es handelt sich um eine Riccatische Differentialgleichung und nach dem Hinweis wéhlen
wir yo(z) = —2” mit einem $ € R als Ansatz fiir eine spezielle Losung. Damit ergibt sich
yo(x) — yo(x) — yo(a)? = =PaP 1 + 2P~ — 2’ = 2P~ (= 4+ 1 — 27t). Dies ist = 22 fiir
B = —1, so dass yo(x) = —1/x eine Losung der Differentialgleichung ist.

Alle weiteren Losungen y bekommen wir nun mit dem Ansatz u = y — yo. Dieser liefert fiir
die Funktion u geméafl Vorlesung die Gleichung

1 -1 1
u’+<——+2—(—1))u—u2:(), also W+ -u—u*=0.
x x x
Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit Exponent o = 2. Sie hat u = 0 als eine
Losung; alle anderen Losungen erhalten wir, indem wir mit (1—a)u~® = —u~2 multiplizieren
und z = u!~® = u~! substituieren. Dies fiihrt auf

1
Z—=241=0.
x

Die homogene Gleichung 2’ — < z = 0 hat die allgemeine Lésung z,(z) = Cz, C € R, und
mittels Variation der Konstanten erhalten wir z,(x) = —zInz als eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung. Die allgemeine Losung der Gleichung fiir z ist damit

2(x) = zp(z) + zp(x) =Cr —xlnx (C eR).

Fiir v muss also u(z) = 1/2(z) = (Cz — zInz)~! mit geeignetem C' € R gelten und damit

folgt y(z) = u(x) + yo(z) = =1/ + (Cx — zInz)~ L.

Die Anfangsbedingung besagt 0 = y(1) = —1 4+ 1/C, also C' = 1. Als Losung des Anfangs-
1 Inx

wertproblems erhalten wir demnach y(z) = —% Earen el e

[Das maximale Existenzintervall der Losung ergibt sich aus den Bedingungen z > 0 und
z(1 —Inz) > 0, was auf (0, e) fiihrt.]

Aufgabe 2
a) i) Es gilt

000 1 1 0\ /000 000
A2=10 0 0], AB=A4A%=-1 -1 0|00 O0]=|00 0] =B.
111 1 1 1/ \1 11 111

Wir vermuten A¥ = B fiir alle k € N mit & > 2. Dies bestéitigen wir mittels vollstindiger
Induktion. Der Induktionsanfang ist bereits gemacht. Sei nun k£ € N mit k£ > 2. Fiir dieses k
gelte A* = B (IV). Dann folgt

1 1 0\ /000 00 0
AL — Ak Y [ 1 —1 0]l (o 0o o]l=(00o0]=nB
11 1/ \1 11 111



a) ii) Fiir jedes t € R gilt

=t =t =tk

tA k k t

e —E k!A —I—l—tA—l—E k’!A —[+2€A+E k!B—[+tA+(e—t—1)B
k=0 k=2 k=2

t t 0 0 0

1 00 0 1+1¢ t 0
=010+t =t O]+("—t=1 (00 O0|= -t 1-¢t 0
001 t ot ot 111 et—1 e —1 €
1
a) iii) Die Losung von 3’ = Ay zum Anfangswert 4(0) = | 0 | lautet
1
1 1+1¢
gty=e*{ol = -t |, teR.
1 2et — 1

b) Die Matrix des Systems werde mit A bezeichnet. Wegen

olet(A—M):olet(lIA _1_3)) =A=-1DA+1)+2=N+1

sind +i die Eigenwerte von A. Zum (nicht-reellen) Eigenwert i gehort der Eigenraum
: 1—2 =2 . 141
Kern(A—zI)-Kern( 1 _1_1.) —hn{( 1 )},

so dass eine komplexe Losung des Differentialgleichungssystems ' = Ay durch

it 141 — (cost + isint) 141 _ cost —sint n cost‘—i—smt
1 1 cost sint

gegeben ist. Die Aufteilung in Real- und Imaginérteil liefert dann die zwei reellen Losungen

(51(75) _ (cost—sint) and 52(15) _ (cost—l—sint) |

cost sint

und ein reelles Fundamentalsystem von i’ = Ay ist bestimmt, namlich

(ID(t): cost —sint COSt'—f—SlIlt 7 fER.
cost sint

Die Losung des Systems g’ = Ay zum Anfangswert 4(0) = (1,0) lautet

i =o20 () =o0 (3 1) (5) =20 (7) = (L),

wobel wir die bekannte Formel fiir die Inversion einer 2 x 2-Matrix

®(0)! = G (1)) = Tiu (—01 _11) - (2 —11)

benutzt haben.



Aufgabe 3

Der Potenzreihenansatz
o

y(z) = ) e,

k=0
wobei ¢, € R, k € Ny, zu bestimmende Koeffizienten sind, fithrt auf

o0 o0
/ib‘):E kepa® 1, E k(k —1)cpa®2.
k=1 k=2

Wegen der Anfangsbedingungen ist ¢o = y(0) = 0 und ¢; = 3/(0) = 1. Eingesetzt in die linke
Seite der Differentialgleichung ergibt sich

y'(x) — 2’y ()

hE

k(k — 1)cpa®™ Z4ckx

B
||
N

NE

(n+2)(n+ 1)cppo2™ — Z dep_ox™

n=2

3
I
o

= 2¢y + 6c3T + Z [(n +2)(n+ 1)epyo — 4cn_2}$”

n=2

Auf der rechten Seite der Differentialgleichung steht

= 6
;k_ 2k+1.

o0

k=0

Koeffizientenvergleich liefert also zum einen
2C2 =0 bzw. 603 = 6,
woraus ¢ = 0 bzw. ¢3 = 1 folgt, und zum anderen

0, n=2kfireinkeN,

n+2)(n+1)cpe —4c,0 =
( )( )Cnto 2 {%’ n=2k+1firein k € N.

Aus der ersten Zeile folgt wegen ¢y = co = 0 unmittelbar ¢y, 1o = 0 fiir alle £ € N. Daher gilt
¢, = 0 fiir alle geraden n € Nj.
Die zweite Zeile liefert fiir jedes k € N

6 1 6
(2]{7 + 3)(2]@’ + 2)62k+3 - 402k—1 = E s d.h. Cok+3 = (2/{,‘ T 3)(2]{,‘ T 2) (E + 4Cgk_1> .

Wegen ¢; = 1 und c3 = 1 ergeben sich dann die Werte

1 1 1
“ 5-4(6Jr “a)=5 90
1 <6+4> 1_1
T T e\ TEB) T T
_ 1 <6+4>_1_1
97 9.8\ ") T o T

und damit kommen wir zu der Vermutung

1
Coky1 = ] fiir alle k € N,



welche wir induktiv beweisen. Der Induktionsanfang ist schon gemacht; es fehlt noch der

Induktionsschluss: Sei k € N. Gelten cg 1 = % und cop_1 = ﬁ fiir dieses k (IV), so folgt

c = L (E + 4c ) v 1 (E 4 L)
TRk R+ 2 KT Y T 2k +3) 2k +2) \k T (k= 1)

1 1 1
(2k + 3)(2k + 2) o 6+ 4k) = (k+ 1)

Wir fassen die gefundenen Ergebnisse zusammen

L n=2k+1fireinkeNy.

{O, n = 2k fir ein k € Ny,
Cn =
)

Damit haben wir die Lésung des Anfangswertproblems ermittelt

0 00 00 1
y(w) = Z CQkx% + Z 02k+1I2k+1 = Z E 2kt = xea”Q .
k=0 k=0 k=0
Aufgabe 4
Das charakteristische System der gegebenen Gleichung lautet
ki(s) =1,
1
kh(s) =
2(8) 2]{32(8) )
oy w(s)?
w'(s) = AR

Die Kurve I fiir die Anfangswerte ist parametrisiert durch & > 0, es gilt ' = {(1,&) : £ > 0}.
Zu festem & > 0 lauten die Anfangswerte fiir das charakteristische System

k1(0) =1,
k2(0) = 6 )
1
w(0) = ——.
(©) §+1
Fiir festes & > 0 erhdlt man ki(s) = s + 1 als eindeutige Losung der ersten Gleichung.
Die zweite Gleichung ldsst sich schreiben als 2k.k, = 1, also (k%) = 1, was wegen des

Anfangswerts k2(0) = €2 auf ky(s)? = s + €2 fithrt. Wegen k(s) € D folgt ka(s) = /s + £2.

Wir bemerken, dass k3(s) = s+&> =s+1+&*—1=ki(s)+&—1gilt,dh. y = /o + £ -1
fiir x > max{1 — £2,0} oder z = y*> + 1 — &2

Skizze (orange: I, blau: £ = /2, griin: £ = 1, lila: £ = 1/v/2, rot: £ = 0, D: 1. Quadrant):

yM




Berechnung der Losung: Das Anfangswertproblem

g w(s)?  w(s)?
w(s) = k(s)?  (s+1)2

kann man mit Trennung der Variablen l6sen

/wd"—/s LA S N DU
wo) 1 Jo (0+1)? w(0) w w

Sei (x,y) € D. Dann gilt

E(s,f):(z) < s+1l=2xund /s+&& =y

— s=z—1und P =5+ =x—-1+¢
<— s=z—1und {=y?*+1—1z,

wobei letzteres fiir y> + 1 —z > 0, d.h. fiir y > 0 (wenn z € (0,1]) bzw. fir y > vz —1
(wenn x > 1), gilt.

Insgesamt erhélt man
1

T+ VP +l-u

u(r,y) =

und die Losung existiert auf D = {(z,y) € D : 2 < 1 oder (z > 1 und y > vz — 1)},
Probe: Aus

gL L -
Oua,y) = —ule,)* (=5 + 5t ()
und )
_ 2

folgt fiir jedes (x,y) € D

1 U(J},y)z 2 ]' 1 U(Ivy)2
&Eux, +—8U-T, = — — —ulzr, - + -
( y) Y ( y) 2 ( y> ( 2\/92+1—1‘ 2\/y2+1—x> z?

?

2y
d.h. u ist tatsdchlich Losung der gegebenen partiellen Differentialgleichung. Auflerdem ist
1

(1,6 = 1 -
e 14/ +1-1 E+1

fiir jedes £ > 0 erfiillt.



