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Aufgabe 1

a) Wie im Hinweis angegeben, withlen wir yo(z) = az? + b als Ansatz fiir eine spezielle
Losung. Einsetzen liefert

202 — 2% (ax® + b) + z(a*2x* + 2abx® + b?)

= (a® = 2a)2° + (2ab — 2b)2® + (2a + V*)z = —2° + 3z
—=a’-2a=-1,20(a—1)=0,2a+b" =3 <= a=1, b==+1.

D.h. die Funktionen y,(x) = ? + 1 sind Losungen der Differentialgleichung, von denen
wir uns fiir die weitere Rechnung eine heraussuchen kénnen. Wir wihlen yo(z) = 22+ 1.
Dann fiihrt der Ansatz u(x) = y(z) — yo(x) nach Vorlesung auf die Differentialgleichung

u 4 (=22 4 22(2” + 1)) u + v’ =0 <= ' + 2zu+ 2u® = 0.

Dies ist eine Bernoulli-Differentialgleichung mit Exponenten o« = 2. Sie hat u = 0 als
Losung (sie hat aber fiir das Anfangswertproblem keine weitere Bedeutung, da in diesem
Fall y(z) = u(z) + yo(z) = yo(z) die Anfangsbedingung nicht erfiillt). Fir u # 0 fithrt
die Substitution z := u!=* = u~! auf die lineare Differentialgleichung

2 =2xz+ x.

Die zugehorige homogene Gleichung 2’ = 2zz hat die allgemeine Losung znom(z) = ce®’,
¢ € R. Eine spezielle Losung erhalten wir mittels Variation der Konstanten. Setzen wir
den Ansatz z,(z) = c¢(z)e*” in die inhomogene Differentialgleichung ein, so erhalten wir

1
d(x)e” =1 < c(x) = /9@6‘”62 dx + const. = —56_962 + const.

Damit ist z,(z) = c(z)e*” = —1 eine spezielle Loésung und z(z) = ce”’ — 1, ceR, die
allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir z. Riicksubstitution fithrt dann auf

1

y(x):M—i-yo(x): +2°4+1, ceR.

2ce®* — 1
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Setzen wir nun die Anfangsbedingung ein, so erhalten wir

9
0) =
y(0) ]

+1=3 <= c=1,

also 16st y(z) = ; 2

Anmerkung: Wurde in obiger Rechnung yo(z) = 2? — 1 gewihlt, so erhalten wir nach
Substitutionen die Differentialgleichung 2’ = —2xz + x, mit der allgemeinen Losung
z(z) = ce ™ + % Die Riccatische Differentialgleichung hat dann die Losung y(z) =

ﬁ + 2% — 1, ¢ € R, und das Einsetzen der Anfangsbedingung fiihrt auf ¢ = —i.
Die Losung des Anfangswertproblems ist dann (wie auch oben)
(z) 2 +a2? -1 2 _LP41, zeR
)=——"""-—+42°—1=———+1zx x .
SN v 2er” — 1 ’

b) Es handelt sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Ko-
effizienten. Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung mit dem Ansatz y(z) = e**, A € C. Dieser fithrt auf das charakteristische
Polynom

M= AN HTN =6 +2= (A= 1)? (A= (1+4)) (A= (1= 1))

mit der zweifachen Nullstelle A; = 1 und den beiden komplexen Nullstellen Ay/3 = 1+1.
Damit ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung gegeben durch

Ynom () = c16¥ + cowe® + c3e” cos(x) + cqe” sin(z), ¢, ca, 3, ¢4 € R.

Nun brauchen wir noch eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, die wir mit
einem Ansatz vom Typ der rechten Seite finden wollen. Da “o = 1“ eine zweifache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, wéhlen wir

Yp(z) = ax’e”, a €R,

als Ansatz. Dieser hat die Ableitungen

yo(z) = (22 4 2%)ae

Yo(x) = (24 4z + 2%)ae
y”’(ac) (6 + 6z + 2%)ae
y Y (r) = (12 + 8z + 2%)ae

Setzen wir dies ein, so folgt
1
() 49”,"‘79;/_69;"_2%:261690;633 <— a= 5

122e* eine spezielle Losung und

Damit ist y,(z) = 3

—x?e” 4 c1e” + cowe” + cze” cos(x) + cue¥sin(z), 1, o, €3, ¢4 €ER

y(z) = 3

die allgemeine Losung der Differentialgleichung.

— bitte wenden —



Aufgabe 2

Der Potenzreihenansatz

y(x) = Zakﬂi ,ak €R,
k=0
mit
y'(z) = Z kagazh!
k=1
y'(z) = Z k(k — 1)apz*2
k=2
fithrt auf
zy"(z) — ' (x) — 4a’y(x) = Z k(k — 1)agz™ ! — Z kaga" ™t — 42 apz™ 3
k=2 k=1 k=0
Weiter gilt
Z k(k — gt £ Z(ﬁ + Dlag 12" = 2a92 + 6azr® + Z(€ + 1)lagyqxt
k=2 =1 =3

o

Z kaga" ™t L Z(ﬁ + Dagy12’ = ay + 2a0x + 3agz® + Z(€ + 1)ag2’
=1 —

=0 =3
o0 oo
(=k+3
E aprt? = E ap_sx’.
k=0 =3

Setzen wir dies zusammen, so folgt
xy"(z) — y'(x) — 42°y(2)

= 2a91 + 6azx? — a1 — 2a5x — 3azx® + Z((€ + Dlagi; — (0 + V)ag — 4ag,3)x€
(=3

= —a; + 3(1,3272 + Z((f — 1)(£ + 1)CL@+1 — 4a£_3)x£ ; 0
(=3

genau dann, wenn

4

ay — 0, as — 0 und Ayl = m

ap—3, { € Nyzg.

bzw.

Qap = Ar—4, k € Nk>4.

_ 4
(k—2)k
Aus den Nebenbedingungen folgt aulerdem ag = 1 und ay, = 0. D.h.:

1 1

ap=1 = a4:i1:%:% = a8:@'2:ﬁ:%
a; = = as =10 = ag =10
a=0 = ag =0 = alp=20
as 0 = a; =0 = ay; = 0.

— bitte wenden —



Ausgehend davon vermuten wir

&

2+ falls k = 4m fiir m € Ny,
apr =
g 0, sonst,

was wir mit vollstdndiger Induktion beweisen wollen. Den Induktionsanfang haben wir
oben bereits gesehen. Gehen wir davon aus, dass die Behauptung fiir ein festes, aber
beliebiges k € Ny wahr ist, so folgt im Falle k = 4m fiir ein m € Ny

B 4 B 1 . 1 B 1
T TR0 T E Gy &) Gt (B

TES .

Und im zweiten Fall gilt
4

- —0
Gt = )k a) ™

was den Induktionsbeweis abschlief3t. Damit erhalten wir

= k=4m = 1 am 2
y(zr) = kZO: ka = 2:0 (2m)!x = cosh(x?).

=0,
k Vielfaches von 4

—_

(STE

Aufgabe 3
Es seien
2 -1 -3 t
A=11 0 =3 und  b(t) := et
0O 0 -2 —e 2
Dann ist

det(A—A)=det | 1 -A =3 |=-(A+2A\2=20+1)=—-(A+2)(A—1)
0 0 —2-—2AX

d.h. die Eigenwerte von A sind A\; = —2 (mit Vielfachheit 1) und Ay = 1 (mit Vielfach-
heit 2). Die zugehorigen Eigenrdume sind gegeben durch:

4 -1 -3 1

Kern(A+2)=Kem (1 2 -=-3| = lin{ 1 },
0 0 0 1
1 -1 =3 1

Kern(A—I)=Kem |1 -1 -3]| = lin{ 1 },
0 0 -3 0

also ist A nicht diagonalisierbar. Zum Berechnen weiterer linear unabhéngiger Losungen
bendétigen wir noch

Kern(A — I)? = Kern

O = O
o O =
O = =
—

b =1in{

1
:lin{ 0l
0

o O O
o O O
O © O

— bitte wenden —



Damit erhalten wir das Fundamentalsystem

1
gz;l(t):e_% 1,
1
1
¢2(t):€t ].,
0
. 1 1 1+1¢
o3ty =e'[[O] +t(A-D)|0]||=€| ¢t |,
0 0

bzw.
e 2 et (1+41t)e

O(t)=[e? € te!
e 2 0 0

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung ist damit om (t) = @ ()¢,
ce R

Fiir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung benutzen wir die ,, Variation der

Konstanten“-Formel, und dafiir wiederum benétigen wir ®(s)~!. Dieses ist gegeben

durch
0 0 €%
P(s) = —se™ (1+s)e™ —e*
e’ —e~° 0
Damit folgt
t t —1 —t
) = 0(0) [ 0(s) Bs)ds = o(e) [ (14 e ) ds= o) |- de 4}
0 0 0 0
—te ™ +tef — Le ' 4 Lef (t+3)et = (t+5)e ™
= | —te™® +te! — e gt | = | (t+3)ef — (t+5)e ™
—te 2 —te 2t

Einsetzen der Anfangsbedingung in die allgemeine Losung (t) = Yhom(t) + 4p(t) liefert
dann

Cc1+ C2+c3 ' 1
g(o): CI+CQ = 2 < 61:0, 02:2’ 63:—1‘
C1 0

und wir erhalten als Losung des Anfangswertproblems

e 2t et (1+4t)et 0 (t+ %) E—(t+ %)6_% %et —(t+ %)e‘”
gty = e ¢ tet 2 |+ (t+ %) b (t+ %)e_% = %et —(t+ %)6_%
e2t 0 0 -1 —te2t —te 2

— bitte wenden —



Anmerkung: Ebenfalls moglich ist es, die Losung mittels der Matrixexponentialfunktion

0 0 1
et auszurechnen. Mit ®(0)'= [0 1 —1] folgt
1 -1 0
(1+t)et  —tet e —¢
e = o(H)d(0) ' = te! (1—t)et e —e |,
0 0 e 2t

und ahnlich wie oben erhalten wir

" . el — e—2t + et—ss (t + %) t__ (t + %)G_Zt
Up(t) = / e =4p(s) ds = / el—e e ds= | (t+3)e' —(t+3)e ],
0 0 o2t fe2
sowie
%et —(t+ %)e*21t
J(t) = e“go + Gp(t) = | g¢' — (¢ + )™
te—Qt
Aufgabe 4

Das charakteristische System der Gleichung ist gegeben durch

ki (s) = —ki(s)?,

ky(s) =1,

w'(s) = (kao(s) — #(s))w(s)?
Auflerdem ist die Kurve I', auf der die Anfangswerte liegen, gegeben durch

I ={(¢0),¢>0}.
D.h. fiir festes & > 0 haben wir fiir obiges System die Anfangswerte
]{31(0) = ga k2<0) - Oa UJ(O) - €2'

Mit Trennung der Variablen finden wir fiir die erste Gleichung die allgemeine Losung

ki(s) = +1€1, c1 € R. Setzen wir hier den Anfangswert ein, so folgt ¢; = % und somit
1 §
1(s) s+i  sE+1

Fiir die zweite Gleichung finden wir die allgemeine Losung ks(s) = s+ cq, ¢2 € R, sowie
nach Einsetzen der Anfangsbedungung co = 0. D.h.

ko(s) = s.

Die Grundcharakteristiken sind also gegeben durch

k(s, €) = (ﬁ> .

S

— bitte wenden —



Fiir w erhalten wir schliefllich das Anfangswertproblem

1
w'(s) = —gw(S)Q, w(0) = &%,
das wir wieder mit Trennung der Variablen l6sen kénnen. Hier erhalten wir
¢

w(s) = c3 €R,

%S—i-Cg N 8+£Cg,

und der Anfangswert liefert schliellich noch ¢3 = 5% Somit folgt

w(s) = < & :
s+ % sE+1
Fiir die Grundcharakteristiken gilt nun
E(sf): v — £ —r s=t <2 £ = a s=t
’ t s€+1 ’ 1— sz’
— ¢ L t
= S =
1—tx’
sowie ] ] ]
— ky(s,€) = = < -, fiir alle & > 0.
z=his,0) s+I T EvlTe T :

Zusammen mit der Einschrankung tx # 1 bzw. t # % haben wir also ¢ < % Dies liefert

schlie3lich
22

):l—tx

u(@,t) = u(k(s,€)) = w(t, 15
und die Lésung existiert auf der Menge D := {(z,t) € D : t < i},

Wir machen noch die Probe: Mit

3 21 — tz? xt
(9 = ax _= P E— 2 [
T A MU A Y T Ot
folgt fiir (z,t) € D
23— 223 +tat tat — 2P xt
R T e (1 tz)? ( wh1—my
-

Auflerdem gilt fiir alle £ > 0

§2

u(§,0) = To0¢ &,

d.h. w ist tatséchlich Losung des Anfangswertproblems.

— bitte wenden —



Skizze:
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