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Ho6here Mathematik III fiir die Fachrichtung Physik
Losungsvorschliage zur Ubungsklausur
Aufgabe 1:

Weitere Losungen y der Differentialgleichung ergeben sich durch die Substitution v = y — yp,.
Dann erfiillt v die Differentialgleichung

T 2
W@ = @) ) " ) - T (20 - )
—_———
(y(@)—yp () (y(@)+yp(z))
X 2 X 2
= @)~ @) ) (@) = (o) — I () () + 23,(2)
x 2 X 2 X X 2
= () - T e = 2 - S e

Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung. Wir substituieren deshalb weiter v = % Es
Ul

folgt v/ = —% und damit die Differentialgleichung
U

2x (1+2)?
/ = — ~ - ¢e*
v'(x) 1+x2v(m)+ a2 ¢
N——

=:a(z) =:b(x)

Dies ist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit nicht-konstanten
Koeffizienten fiir v. Ihre homogene Losung ist gegeben durch

vp(z) = e a(z)dz Vo € R.

Es folgt
=
2z 1
— — 2 —
/a(az)dx— —/ 1+x2dx = —log(1+ z*) = vp(z) = T2
——
=f
Variation-der-Konstanten-Formel liefert eine partikuldre Losung
1
vp(x) = ef a(@)de / e_f“(z)dmb(x)dx =152 / e (1+z)%dz
=) =g(x)

Part. Int 1

T 2 T
5 | e"(1+m)" =2 e’ (1+z)dx
=F(@) =g(a)

e’ (14+2)* —2"(1+z)+2 [ e"da
( )

= S (1+2)?—2-20+2) =€
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir v lautet also

v(z)=C + e Ve eR

1+ 22

mit der freien Konstanten C € R.

Die Anfangsbedingung y(0) = 0 zusammen mit y,(0) = 1 liefert u(0) = y(0) — y,(0) = 3 und

damit 1
= l=——=2 =1.
v(0) =C + (0) =C

Wir bemerken, dass v(x) > 0 fiir alle x € R gilt, weshalb die Transformation v = % im
Nachhinein gerechtfertigt ist. Die Losung des Anfangswertproblems ist damit durch
1 e’ 1 e’ 1+ 2?2 e’

e =@ ) =y T T ey LT e Tir (e e 2

_1
1+22

fiir alle z € R gegeben.

Aufgabe 2:

Seien
Pzy)=z+y,  Qy):=ya® + 2y’ +z—y
fiir alle (x,y) € R% Wir berechnen vorbereitend

oP
_— = 1
3y (z,y) ,

0
%(fc,y) = 2oy+2°+1  V(z,y) eR%.

Es gilt
OP oQ

afy(w,y)z%(w,y)@l=2wy+2y2+1<:>((yZO)V(yz—w)),

weshalb die gegebene Differentialgleichung auf keinem offenen D C R? exakt ist.

Gesucht ist ein integrierender Faktor u auf einer offenen, einfach zusammenhéngenden Menge
D C R? so, dass fiir P = P und Q = pQ

op Q

—_— = — 1

5o @) = o) (1)
und p(x,y) # 0 fiir alle (x,y) € D gilt. Dem Hinweis folgend versuchen wir:

e 1 = p(x): Dann geht in
p(z) = p(@)(yz® + 209 + 2 — y) + p(z) ey + 24° + 1)
S0 = p(x)(ya® +22y° + 2 —y) + 2yp(z)(z + y)

fiir alle (z,y) € D fiiber. Dies sieht wenig Erfolg versprechend aus (y ldsst sich nicht
eliminieren).

e 1 = p(y): Dann liefert
py) (@ +y) +uly) = ply)(2zy+2y° +1)
Suy)(@+y) = 2y(@+y)uy)
=p(y) = 2yuy)
fiir alle (z,y) € D. Diese Differentialgleichung fiir p hat die Lésung
wuly) = e’ >0 Yy € R.

Damit ist dieses p tatséchlich ein integrierender Faktor auf D = R2.
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Die, zur urspriinglichen Differentialgleichung dquivalente, exakte Differentialgleichung

P(z,y)dz + Q(z,y) =0 < (z + y)edex + (ya? 4 2xy* + 22 — y)ey2 =0

ist nun zu l6sen. Dazu bendtigen wir eine Stammfunktion F' des Gradientenfeldes VF' = (J?)
Es gilt
F(:U>y) - F(0,0) = [F(.ﬁ,y) - F(Ovy)] + [F(O>y) - F(an)]

" OF v OF i 6
= /08§<§’y)d§+/0 %(O,n)dn—/o P(é“,y)dEJr/O Q(0,m)dn

— /Ox(g +y)evde — /Oy ne™ dn = e¥’ [g + 54 :0 _ % [652}220

2 1 1 1 1
= (a; —I-:L‘y> eV’ — §ey2 ts= 5(1‘2 + 22y — 1)ey2 t35

fiir alle (z,y) € R?. Wir wihlen F/(0,0) = —3 und erhalten

1
F(z,y) = 5(2° +2ay — eV’

fiir alle (z,y) € R2.

Die Losungen des Anfangswertproblems ist also in impliziter Form durch

1 1
F(z,y) = §(x2 + 2zy — 1)ey2 = const = F(1,0) = 5(1 —1el =0 (2)

gegeben.

Daraus lesen wir x # 0 ab. Wegen der Anfangsbedingung bei x = 1, interessieren wir uns fiir
> 0. Dann ldsst sich nach y durch

1— a2
2x

0= (:U2+2:Uy—1)ey2 eyifox2—|—2xy—1 :Oméoyz
auflésen.
Alternativ 16st man nach z durch
r=—-y+ \/gm
auf. Die zwei Losungen schneiden sich nicht und wegen der Anfangsbedingung muss

r=-y++Vy*+1 Yy eR

gelten.

Aufgabe 3:

Fiir den gegebenen abgewandelten Potenzreihenansatz gilt

oo
y(z) = @) aua",
n=0

[e.e] oo oo
d
vy (z) = = E anafc"“:x E an(n+ p)a" Pl = g an(n+ p)z"*°
n=0

o
= 27 an(n+p)a”,
n=0

oo d2 o0
@) = 7Y ang e =at ) an(ntp)nt p— a0
n=0

= n=0

= Zan(n +p)(n+p—1)2"tr = a:pZan(n +p)(n+p—1)2" (x > 0).
n=0 n=0
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

2%y (z) — 2y (z) + <i + :U2> y(z) = =z Z an(n+p)(n+p—1)z" — 2 Z an(n+ p)z"”
n=0

n=0

3 oo [e.e]
-I-E:L‘p Z anz” + xf Z anxz™ 2 =0 (x >0)
n=0 n=0

o0 (o) 0.0
& Z an [(n +p)(n+p—2)+ i] " = - Z a2 dexShift Z an—ox" (x> 0)
n=0 — n=0 n=2
—:f(n+p)
Koeffizienten-
Ver;:h;ich f(n+pla, = —apn—o Yn>2, fd+p)ay =0, f(p) =0.

Die determinierende Gleichung

3 3
Fo)=plp=2)+ 5 =p" =20+ =0

1 1

hat die Diskriminante A =1 — % = 7 und damit genau die Losungen p; = 5 und p2 = 3

5.

° pngz%: Es gilt

3 1 3
f(n+p)=<n—|—2) <n—2)—|—4:n2+n—n(n—|—1) Vn € N.
Die Rekurrenzgleichungen liefern deshalb
f(p—l—l)a1 = 2a1=0=a; =0,
flp+n)a, = n(n+1)a, =—an—2 Vn > 2
—0n-2
= - v > 2.
< n n(n+1) "=
Damit ist agg+1 = 0 fiir alle £ € Ny und
(—Dag(—1) (—1)*
= == Vk € Np.
92 = 2k (2k + 1) 2k +1)! € o

Damit definiert

ya(z) = a3 i ﬂx% = ﬁi ﬂxzkﬂ = \/zsin(x) (x >0)
— (2k+1)! — (2k+1)!

eine nichttriviale Losung der Differentialgleichung.

° p:plzéz Es gilt

f(n+p)=<n+;> <n—z>—|—i:n2—n:n(n—1) Vn € N.
Die Rekurrenzgleichungen liefern deshalb
flp+1ar = 0-a; =0,
fl(p+n)a, = n(n—1)a, =—an_2 Yn > 2
S an, = % Vn > 2.

Damit ist a1 frei wihlbar, etwa a; = 0. Dann ist aggy1 = 0 fiir alle £ € Ny und

_ (Daggeyy - _ (=D*
T OnE—1) T (2k)!
4

Vk € Np.



Damit definiert

0k
i) = Ve Y S = Vaeos(a)  (0>0)
k=0 ’

eine weitere Losung der Differentialgleichung.

Damit lautet die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung
y(z) = Cryr(x) + Coye(z) = 2 (Cy sin(z) + Cy cos(z)) Va >0

mit freien Konstanten C1,Cs € R.

Aufgabe 4:
Wir bestimmen zunéchst das Spektrum von
-2 0 5
A=10 2 0
-5 0 4

Fiir das charakteristische Polynom x4 gilt

—2—-A 0 )
XA()\) _ 0 2 _ )\ 0 EntW.:naj:h( . )\) ’
_5 0 4\ 2—ter Zeile

= 2-N(-2-NE-N)+25)=2-N)N\—-22+17) (A€ Q).

Die Diskriminante A des quadratischen Polynomfaktors ist A = 1 — 17 = —16. Also ist
spec(A) = {2,1 —4i, 1 4 4i}. Insbesondere ist A diagonalisierbar.

—2-A S
-5 4—-A

Wir berechnen nun die Eigenrédume:

o F4(2):
-4 05 1 0 3 5 10 3
0 00 o ~ [0 0o ] ~10 0 0
-5 0 2 (-1) -5 0 2 + 00 17) |+
103 + 100
~ [0 00 j ~10 0 0
001 (=3) 001
0
= Fx(-2) = linq (1
0
o E4(1—4i):

—3+4 0 5 | - (=3 — 4i) 25 0 —15-20i\ |- (%)
0  1+4 0 |-(1-4) ~ [0 17 0 | ()
-5 0 3+4i -5 0 3+4

5 0 —3-—4i |1
~ (o 1 o0 ]
-5 0 344i +
—3—4i
1 0 =24
~ (o1 o0
00 0
34 4i
= FEs(1—4i) = lin 0
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o F4(1+ 4i): Wird nicht bendotigt.
Damit bilden

0
oi1(x) = e [1],
0
o [3+4i [ 3 4\ ]
@2(z) = Re |4 0 =e” |cos(4x) | 0| +sin(4x) (O],
5 I 5 0/ |
(344 i 4 3\ ]
@3(z) = Im |42 0 =e" |cos(4x) [ 0| —sin(4z) [ O (x € R)
5 I 0 5/ |
ein Fundamentalsystem ® = (¢1 2 3) fiir y' = Ay.
Bestimme die Losung ¢ des linearen Gleichungssystems
y(0) = @(0)¢
durch:
0 3 4 1 jj 1 00 1
100 1 <j~010—1 (=3)
050 -5/ |1 034 1) h
1 00 1 1 00 1
~ 010 -1 ~10 1 0 -1
004 4) |-3 001 1
1
=C = -1
1
Damit ist
0 1 -7
y(z) = ®(x)é=e** [ 1| +€* [cos(4z) | 0 | +sin(4z) | 0 (x € R)
0 -5 -5

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.
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