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Übungsklausur

Aufgabe 1 (7+3=10 Punkte)

Gegeben sei die Differentialgleichung

(1 + x2)y′′(x) − 2xy′(x) + 2y(x) = 0, x ∈ R. (1)

(a) Berechnen Sie mit Hilfe eines (gewöhnlichen) Potenzreihenansatzes y(x) =
∑∞

k=0 ak x
k die Lösung

des dazugehörigen Anfangswertproblems mit y(0) = −1, y′(0) = 0.

(b) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (1).
Hinweis: d’Alembert führt nur mit sehr viel Aufwand zum Ziel...

Aufgabe 2 (5+5=10 Punkte)

Betrachten Sie die Differentialgleichung

(x2 − 1) sin(y) y′ + 2x cos(y) = 2x − 2x3 (2)

(a) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung (2) nicht exakt ist und bestimmen Sie einen integrieren-
den Faktor µ : D → R \ {0} auf einer möglichst großen, einfach zusammenhängenden Menge
D 3 (

√
2, 0) der Form µ(x, y) = ψ(x2 − 1) mit einer Funktion ψ : (1,∞) → R.

(b) Geben Sie die Lösungen der Differentialgleichung (2) in impliziter Form an und bestimmen Sie
diejenige Lösung mit y(

√
2) = 0.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Bestimmen Sie die Lösung des Anfangswertproblems

y′(t ) = ©«
2 0 0
0 1 2
0 0 1

ª®¬ y(t ) + ©«
0

cos t
e t

ª®¬ (t ∈ R), y(π) = ©«
1
0
0

ª®¬ .
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Aufgabe 4 (5+5=10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Lösung des Rand- und Anfangswertproblems

∂tu(x, t ) − ∂xu(x, t ) = 0, (x, t ) ∈ (0, 1) × (0,∞),
u(x, 0) = 2, x ∈ (0, 1),

u(1, t ) =
2

1 + t 2
, t ∈ (0,∞).

(b) Bestimmen Sie alle radialsymmetrischen Lösungen u ∈ C1(Rd \ {0}) ∩ C(Rd ) der partiellen
Differentialgleichung

x · ∇u(x) +
‖x ‖

1 + ‖x ‖
u(x) + ‖x ‖u(x)2 = 0, x ∈ Rd \ {0}, (3)

mit u(0) = 1.

Viel Erfolg!
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