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Kapitel 1

Wiederholung

1.1 Komplexe Zahlen
Wir werden uns mit folgenden Dingen auseinandersetzen:
¥ Argument
% Exponentialfunktion
%* Trigonometrische Funktionen
2€Cz=o+1y
x = Re(z)
y = Im(z)
<Z) €R2®z:x+iy(R2:C)
Zu einer komplexen Zahl gehort die konjugiert komplexe Zahl:
Z=x—1y
Re(Z) = Re(z)
Im(z) = —im(2)

Weiterhin gilt durch Kombination dieser Formeln:

z = Re(z) :%(z—l—Z)

y=Tm(z)= - (- 2)

Fiir den Betrag einer komplexen Zahl erhédlt man nach Pythagoras:
|2|> = Re(2)? + Im(2)? = 22

Des weiteren gilt die Dreiecksungleichung:

zweC: 2] —[wl] < |z £ w| < [z] + |w|

[Re(2) < [2], [Im(2) < [2|
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Re durch $\Re$ ersetzen und
Im durch $\Im$


KAPITEL 1. WIEDERHOLUNG

1.1.1 Polardarstellung

z=rcosp+isinp,r > 0,p R

r=|z|

Durch r > 0, ¢ € R wird eindeutig eine komplexe Zahl z € C gegeben. Die Umkehrabbildung z € C — r > 0, ¢
ist jedoch nicht eindeutig, was an der Periodizitéit der Winkelfunktionen sin und cos liegt. Der Winkel ¢ wire

nédmlich nicht eindeutig bestimmt. Man kann aus dieser Abbildung jedoch eine eindeutige Abbildung machen,
indem wir das Intervall, in dem sich ¢ befinden darf, folgendermaflen festlegt:

z: C > arg(z) € [0,2n] oder (—m,+]
1.) p=arg(z) © z = |z| (cosp +isiny),0 < ¢ < 27
2.) p=arg(z) & z=|z|(cosp +ising),—mT <<

Dies ist dann der Hauptzweig des Argumentes. Somit gilt nun:

1.) arg(—i) = 3771-
2.) arg(—i) = —3

p=arg(z) & z=|z|(cosp +ising),a < < a+2r

a=0a=—7

1.2 Exponentialfunktion

| —

exp: C+— C,exp(z) = Z P

k=0
An dieser Stelle sollte man noch einmal folgende Begriffe nachschlagen:

|

=

s Konvergenzradius

% Absolute Konvergenz

¥ Gleichméaflige Konvergenz
Der Konvergenzradius fiir diese Reihe ist co. Deshalb konvergiert sie fiir alle z. Weiterhin gilt:
exp(0) =1
exp(z) #0Vz e C
Mit dem CAUCHY-Produkt kann man beispielsweise folgende Formeln herleiten:
exp(z)exp(w) = exp(z + w); z,w € C

Diese Beziehung heifit Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion. Dariiberhinaus gilt:
1
—2)=——,V C
exp(—z) oxp(2)’ z €

exp(z) #0Vz € C
Durch Betrachtung der Reihe erhilt man:
1

exp(z) = exp(2) > Re (exp(z)) = 7 (exp(2) + exp(~2))

lexp(2)|* = exp(2)exp(Z) = exp(z + Z) — exp (2Re(2)) = (exp(Re(2)))?
lexp(z) = efte®)
z=x+iy,e* =" TV =% = [¢*] = |¥][e"Y| = e¥|e!Y|
yeR: e =1(]e"| #1)

cz=x+iy: €| =€”









1.3. DIE TRIGONOMETRISCHEN FUNKTIONEN

1.3 Die trigonometrischen Funktionen

o0 oo 1
k 2k _ k_2k+1
cos( g — (= ,sin(z 75 7( )%z ,z€C
k k:O (2k + 1)!

k=
= cos(z )—|—isin(z),z€(C

e % = cos(z) — isin(z)

1., i _ 1, _
cos(z) = = (€ +e7%) ,sin(z) = 5 (e —e™%)
z=yeR:
cos(y) = % (e +e™¥) = Re (")

1

sin(y) = (eiy — e_iy) =Im (eiy)

N |

o = "™ = ¢” (cos(y) + isin(y)) = [e*||cos (arg(e?)) + isin (arg(e?))]

e =15z, =2kmi,keZ

M =1 keZ

2 — o2y, e C,Vk e Z

Re(z = 20)|” < |z = 20/* = (Re(z — 20))” + (Im(z — 20))* = (Re(=) — Re(20))” + (Im(z) — Im(z0))”
z — zg < Re(z) — Re(zp) und Im(z) — Im(zp)

Wir kénnen folglich bei Konvergenzfragen von komplexen Funktionen immer ins Reelle iibergehen.
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Kapitel 2

Komplexe Funktionen

w=f(z),f : GCC—C

G ist ein Gebiet. Ein Gebiet hat die Eigenschaft, offen und zusammenhéngend sein.
e” TV = % cos(y) + ie® sin(y)

Re (e"T) = e” cos(y)

Im (e"11¥) = " sin(y)

Ref(z +iy) = u(z,y)

Imf(z +iy) = v(z,y)

[z +1y) = u(z, y) +iv(z, y)

w = sin(z)

[sine)| < 1

Gesucht sei:

Re (sin(z + iy)) = u(x,y)
Im (sin(z + iy)) = v(z,y)

Wir wenden das Additionstheorem an:

: . 1/, :
(e‘zy + e_lzy) + cos(J:); (el2y - e‘lzy) =
1

N |

sin(x + iy) = sin(z) cos(iy) + cos(x) sin(iy) = sin(z)
= sin(x) cosh(y) +icos(z) sinh(y)

u(z.y) v(z,y)

Veranschaulichen lésst sich dies durch w = f(z).

f(z) =¢*,G ={z|0 < Im(2) < 27}
Durch dieses Gebiet wird ein Streifen im der komplexen Ebene dargestellt.
Yo € (0, 71')

2(t) = {t + iyolt € R}
ez(t) _ eteiyo

Wir bewegen uns mit steigendem t auf einer Halbgerade von 0 nach oco.
2(t) = {zo + itla <t < 27}

Es handelt sich um einen Kreis in der komplexen Ebene.



KAPITEL 2. KOMPLEXE FUNKTIONEN

Definition:

Gegeben sei eine Funktion f : g C G — C, w = f(2), 20 € G. f heifit in 2y € G stetig, falls lim f(z) = f(20)
zZ—20

oder falls die Funktion u(z,y) = Ref(z +iy), u(x,y) = imf(z + iy) in (20,y0) (20 = Zo + 1yo) stetig sind.
Falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 derart gibt, dafl aus z € G und |z — zg| < ., folgt |f(2) — f(20)] < €.

Beispiel: V

f(Z) = ZQ’U(x’y) =2’ - y2

v(z,y) = zxy

f:GCCw—Cw= f(z)
[z +iy) = u(z,y) +iv(z, y)
w=f(z)=z+ %,G = {z|Im(z) > 0}

Nun erhélt man durch Umformung:

. . T — iy T . Y

u(z,y) v(z,y)

Beispiel zur Stetigkeit:

z

Die Frage ist nun, ob f nach z = 0 stetig fortgesetzt werden kann.

z = rel?

lim f(z) =7

z—0

f(2) = rel?re 1% = %

Wir suchen uns Punkte auf der ersten Winkelhalbierenden der komplexen Ebene:

ei

3|
INE]

Zn =
lim f(z,) =e'? =i

n—oo

Eine andere Folge von Punkten ist:

1
Zn = —
n

lim = f(z,) =1

n—oo

Néhert man sich auf zwei verschiedenen Wegen der Null an, so sind die Grenzwerte unterschiedlich. Daraus
folgt, dafl die Funktion f(z) nicht stetig sein kann.
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2.1. DIFFERENZIERBARKEIT IM KOMPLEXEN

2.1 Differenzierbarkeit im Komplexen

Definition:

Essei f: GCCr— C,w= f(2). f heiit in zg € G differenzierbar, falls lim M existiert. Dann

220 zZ— 20
heifit der Grenzwert die Ableitung von f an der Stelle zp und wird mit f’(zo) bezeichnet. f heifit in
zo holomorph, falls f in einer Umgebung von zy differenzierbar ist. Eine Funktion ist in einem Gebiet
holomorph, wenn sie in jedem Punkt holomorph ist.

Satz ©:

f ist in z( differenzierbar genau dann, wenn es ein A € C gibt mit folgender Eigenschaft:
f(z) = f(20) + A(z — 20) + 0o(z — 20), 2 — 20
In diesem Fall ist A = f'(zp).

Beweis:
tig LIV ZPEIEZ20) g 43) — i) - an)s = 20) = ol — )

Es gelten wie im Reellen alle Differentiationsregeln wie beispielsweise Produktregel, Quotientenregel, Ketten-
regel, Differenzieren von Potenzreihen. Wir schauen uns eine komplexe Potenzreihe an:

)

. a
lim

1
lim sup {/|a,| ("HO@

1/(2) existiert fiir alle z mit z — zg < R, und es gilt:

flz)= Zak(z —2)* |z—2|<R:R=
k=

_n
am+1

fl(z) = Zakk(z — zo)k !
k=1

Das ist nun wieder eine Potenzreihe mit demselben Konvergenzbereich. Die Potenzreihe ist beliebig oft komplex
differenzierbar. Jede Ableitung kann man berechnen, indem man gliedweise differenziert.

Essei f:GCGw— C,w= f(z2), u(z,y) = Ref(z +1iy), v(z,y) = Imf(x + iy). Wir stellen uns nun die Frage,
was die Differentiation von f fiir v und v bedeutet.

Definition:

1.) f heiBt reell differenzierbar, wenn u, v differenzierbar sind.

2) (arf) (.’E + ly) = Dlu(x7y) + iDQ?}(.’IJ, y)

u, v sind differenzierbar in (zo,yo) (20 = xo + iyo):
u(z,y) = u(zo, yo) + (D1u) (o, yo)(z — o) + (D2u) (2o, y0)(y —yo) +o ([[(2,y) — (zo, o)) (z,y) — (o, ¥0)

v(z,y) = v(zo,y0) + (D10) (2o, yo) (x — x0) + (D2v) (20, %0)(y —yo) +o ([ (z,y) — (xo, o)) (2, 9) — (x0,%0)

Nun schreiben wir die zweite Zeile komplex:
u(z,y) = u(@o, yo) + (D1u) (2o, yo)(z — z0) + (D2u) (z0, Yo) (¥ —yo) +o (||(z,y) — (20, y0)|]) (z,y) — (0, Y0)

iw(z,y) = (o, yo)+i (D1v) (20, yo) (x—w0)+1(D2v) (20, y0) (y—yo)+io (|(z,y) — (o, wo) ) (,9) — (20, 40)

11







KAPITEL 2. KOMPLEXE FUNKTIONEN

Durch Addition folgt nun:
f(z +iy) = f(zo +iyo) + (0= f) (w0 + iyo)(z — o) + (9y.f) (To + iyo) (¥ — yo)

Wir setzen folgendes ein:

. 1 _
z:x+1y,x:§(z+z)

, 1 _
zO:x0+1y0,y:£(z—z)

Daraus folgt:

f ist in zgreell differenzierbar.
& F(2) = Flz0) + 3 (B (20) — 18, F(20)) (= = 20) + 3 (Bu (20) + 10,1 (20)) (2~ Zo) 0 (12— 20,2 = 20

Satz @:

Esist w = f(2) in G holomorph. < f ist reell differenzierbar in G und es gilt:
0o f(2) +10,f(2) =0V z € G (%)

Was bedeutet jedoch (x):

Dlu(‘xa y) + iDl"U(CE, y) = *iDQU(ZL’, y) + DQU(xa y)

< Dyu(z,y) = Dov(x,y)

< Dyv(x,y) = —Dou(x,y)

Oder wie man in manch anderen Biichern findet:
Uy = Uy

Vg = —Uy

Dies sind die sogenannten Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen.

Satz @ (andere Formulierung):

v(w,y)

RiEMANNschen Differentialgleichungen in G erfiillt sind.

w = f(z) ist in G holomorph, falls das Vektorfeld ; — u(x,y)) differenzierbar ist und die CAuCHY-

f(z) ==
u(@,y) = z,v(z,y) = —y
Eingesetzt in die CAUCHY-RIEMANNschen-Differentialgleichungen ergibt:

Dlu:lyéng:—l

Die Differentialgleichungen sind nicht erfiillt. Daraus folgt, dafl die Funktion nirgends holomorph ist.

12





2.1. DIFFERENZIERBARKEIT IM KOMPLEXEN

Beispiel:

f(z) =zl = vz
_ P

1) ===

0

—Z =90

0z

Bemerkungen:

f(2)

1)

f'(20) 0

= (20) + 5 (0 (20) = 0,7 (20))(z — 20) + 5 (0uF(20) +16,(20))(2 ~ 50) + (|2 — 20]) 2+~ 20

Ist f in z holomorph, so hat man:

1
fz)=f(z+iy) = 5 Diu(z,y) + iDyv —iDou + Dav | =
—~— ~—~—

—iDyu Diu
= Diu(z,y) —iDzu(z,y) =
= Dyu(z,y) + iD1v(z,y) =
= Dov(z,y) +iDyv(z,y) =
= Dyv(z,y) — iDyu(,y)
|f(z+1iy)] :ui—l—ui =u? + 02 :vg—i—vi :U§+u§

f'(z) =0= f(z) = const.

(m) — (Zg’z;) Die Ableitung dieser Funktion ist eine (2,2)-Matrix:

=/ o Dlu Dgu o Dlu DQU
oo = (P ) wan= (3 D)

Wir berechnen die Determinante:

det @ (a,y) = | f'(z +iy)[*

Ist diese Funktionaldeterminante ungleich 0, so ist @ lokal injektiv.

detd'(w,y) # 0V (2,y) € G = (ZEZZ‘% - Z)

Es gilt: Vu(z,y) - Vo(z,y) =0

Dyu(x,y)Div(x,y) + Dou(z, y)Dov(z,y) = Diu(z,y) (—Dou(z,y)) + Dau(x,y)Diu(z,y) =0

Interpretation:

¢, a = const.

u(z,y) =c
Diese Linien stehen senkrecht aufeinander.

v(r,y) =a

13





KAPITEL 2. KOMPLEXE FUNKTIONEN

f(z) =2 =2% —y* +izay
22— = ug
22y = o

Diese stehen senkrecht aufeinander.

Wir wollen zeigen, dal f(z) = e~ 2 holomorph in C ist.

Fo +iy) = e~ @0 +2m0) _ o=@ o590y 1 <e*<12*y2> sin 2:cy>
N—_————
u(z,y)

v(z,y)

Di: CaucuYy-RIEMANNschen Differentialgleichungen sind erfiillt. u, v heiflen harmonisch. Weiterhin
muy g,clu:u.

Au(z,y) = Dv(z,y) =0

A ist der Laplace-Operator mit A =V - V.

Uggy + Uyy = 0,055 + Vyy =0

Diu(w,y) + Diu(z,y) = Div(z,y) + D3v(z,y) =0

Als Ubung kann man zeigen, dafl man u, v beliebig oft differenzieren kann. Das heif3t:

Mit f sind alle Ableitungen f(™) holomorph.

Zunichst ohne Beweis:

Ist f einmal differenzierbar, so ist f beliebig oft differenzierbar. u, v sind beliebig oft stetig partiell
differenzierbar, insbesondere gelte:

D1 Dyu(x,y) = DyDiu(z,y)

Satz:

Ist w = f(z), Ref = u, Imf = v in G holomorph, so sind u und v in G harmonisch.

D1Diu = D1Dsv, D1 Doy = —D1D1v = Av =20

DyDiu = Dy Dsv, DoDou = —DoDiv = Au =10

Fiir den ladungsfreien Raum:

N-E=0

AxE=6=E=-Vy

 ist das Potential.

0=VE=-V Vp=-Ap

Es gibt eine holomorphe Funktion f mit Ref(z +iy) = ¢(z,y).
flz+iy) = e(z,y) +iv(z,y)

¢(x,y) = c sind die Aquipotentiallinien senkrecht zu v(z,y) = ¢é.
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2.2. UMKEHRFUNKTION/DER KOMPLEXE LOGARITHMUS/WURZELN

Ist f(2) = e~*" holomorph in C?

Satz @:

Ist u = u(z, y) in einem einfach zusammenhéngendem Gebiet G harmonisch, so gibt es eine in G harmo-
nische Funktion v = v(z, y) derart, dal w = f(2) mit f(x+iy) = u(z,y) +iv(x,y) ist in G holomorph.
u(z,y) ist gegeben und v(z,y) ist gesucht. Ist v = v(x,y) in einem einfach zusammenhéngendem Ge-
biet G harmonisch, so gibt es eine in G harmonische Funktion u = u(x,y) derart, da w = f(z) mit
flz+1iy) = u(x,y) + iv(z,y) ist in G holomorph. u(z,y) ist gegeben und v(x,y) ist gesucht.

Beweis:
Dl’U = 7D2’UJ
DQU = D1u

Vv = <D2u> 1osbar, Dy(—Dou) = Diu= Au=0
D1’LL

u(z,y) =2 —y* —y
Gibt es eine holomorphe Funktion f mit Ref(x + iy) = u(x,y)? Wir iiberpriifen:

Vu=2+(-2)=0

Die Gleichung ist erfiillt. Folglich gibt es so eine Funktion, die wir nun bestimmen wollen. Mit den
CaucHy-RIEMANNschen Differentialgleichungen folgt:

Dyv=2y+1=v(x,y) =2zy+z+ c(y)

DQ’U =2x
Mit der ersten Beziehung folgt:

Dov(z,y) =22+ (y) = cly) =X € R:v(x,y) =22y +z+ A

fla+iy) =2 -y —y+iQry+x+ ) = f(z) =22 +iz +iIN(A ER)

Setze:

=2 (D=5 (-3)

2.2 Umkehrfunktion/Der komplexe Logarithmus/Wurzeln

Definition:

f: G C Cr— Cist injektiv, falls aus z; # 25 folgt f(21) # f(22). Aus f(z1) = f(22) folgt 213 = 25.

Definition:

Ist f: G C C— C holomorph und injektiv, so heifit f schlicht.

15





KAPITEL 2. KOMPLEXE FUNKTIONEN

fz) =2°
G= {z € Cl0 < arg(z) < 3;}

Hier liegt keine Injektivitit vor. f(z) = 22 ist aber auf G = {|0 < arg(z) < 7} injektiv.

Satz @ (ohne Beweis):

w = f(2), z € G sei schlicht auf G. Dann ist f(G) ein Gebiet. Die Umkehrfunktion g : f(G) — G ist
schlicht und es gilt:

/ _ mit w
9= gty ™ €O

Ist f in G schlicht, so gilt f'(z) # 0 fiir z € G.

oWl — W2 o wi; = wa + Qk;ﬂ-j’ keZ
z = exp(w) ist auf G, schlicht, exp(G,) = E,.

log: Ey — G

2.2.1 Komplexer Logarithmus

exp (logz) =z
log (exp(w)) = w

e¥ =z
w € Ga, z € E,, z sei gegeben. Gesucht ist w mit o < yarg(z) < a + 2.
w=1u+iv

eueiv — |Z|eiarg(z)

e' = |z| = u=In|z|

f : G C C heiit schlicht (univalent), wenn f in G holomorph und injektiv
ist.

f(z) = 2% ist injektiv auf {z|Im(z) > 0}.

Bemerkung;:

Aus f'(2) # 0V 2z € G folgt nicht, da8 f auf G injektiv ist.

2.3 Der komplexe Logarithmus

Es sei B, = {z|z # 0, < log(z) < a+ 27} eine geschlitzte Ebene. Dann definieren wir die zu z = exp(w)
gehorige Umkehrfunktion w = log(z).

16





2.3. DER KOMPLEXE LOGARITHMUS

Satz 2).

Fiir jedes @ € R und jedes k& € Z wird durch log,(z) := Inlz| + i(arg(z) +2kw), z €
E, (2 #0,a < arg(z) < a + 27) eine schlichte Funktion definiert. Es gilt:

1
log).(z) = 2 fiir z € E, und exp(logy(2)) = z, z € E,

Man nennt die Funktion k-ter Zweig des Logarithmus. Fiir k¥ = 0 heifit log,(z) der Hauptzweig des
Logarithmus fiir &« = 7 (oder a = 0). Das Bild von E,, unter log;, ist {w|a+2km < Im(w) < a+ (2k+1)7}.

Wenn man den Logarithmus einer Zahl berechnen will, bekommt man also nicht einen bestimmten Wert,
sondern eine ganze Menge von Werten:

log(i) = {z\z = ig + 2k, k € Z}
Deshalb ist der Hauptwert definiert:
T
1 N T
08y (1) i5
Man kann jetzt auch den Logarithmus einer negativen Zahl berechnen, was im Reellen nicht moglich war:
log(—1) = {z|z + ir + 2kri, k € Z}

log(1) = {z|z + 2kni, k € Z}

Nimmt man hier den Hauptwert des komplexen Logarithmus, so erhélt man gerade den Logarithmus im Reellen.

Es soll {z|Re(z) < 0} durch eine Logarithmusfunktion schlicht abgebildet werden. Man erhilt dabei einen

Streifen von Ei bis 511.
2 2

Wir berechnen die Stammfunktion von f(x) mit den Mittels der Funktionentheorie:

B 1
142

f(z)

Durch komplexe Partialbruchzerlegung folgt:

1 A N B
(t+1i)(t—1i) t4+i t—i

fz) =

Mittels der Zuhaltemethode gewinnt man A und B:

1
2i
1
2
Also folgt damit:

1/ 1 1 1
f<x)_21<t—it+i>_2

1 1 1 1 N 1
it+1 it—1) 2\1+it 1—it
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Durch Integration erhalten wir:

F(x):/f(x)dx:;/(liit—&-l1it) = 5 n(1+t) (1 i)

Wir erhalten nun mit der Definition des komplexen Logarithmus:

t
In(1 +it) = In|1 + it| + iarg (1 +it) = 1 + t* +iarctan (1> =14t +iarctan(t)

t
In(1 — it) = In|1 — it| + iarg (1 — it) = 1 + > + iarctan (—1) =1+ t* —iarctan(t)

Somit gilt also schluflendlich:

1 1
F(z) = % ((1+¢* +iarctan(t)) — (1 +¢* —iarctan(t))) = % 2iarctan(t) = | arctan(t)

Damit folgt also das aus der reellen Analysis schon bekannte Ergebnis.
Ubung:
i 3T
G=<z|—-<arg(z) < —,1 < |z|] <e
4 4
Diese Menge ist abzubilden mit Logarithmusfunktion, fiir die £ = 1 zu wiéhlen ist.
w = log;(2) =In|z| +i(arg(z) + 27)

Definition:

Es sei z # 0,a € C. Dann ist 2 = ¢*'°8(2) definiert, wenn der Logarithmus definiert ist.

Beispiel:
1 1 10 ) ok
a==:zn=13/z= e (In|z|+iarg(z)+i2km)
n

[a18(2) | 2km
Vz= Yz e ke Z
Das sind n verschiedene komplexe Zahlen, die man fiir k¥ = 0, 1, 2, n — 1 erhélt. Die Beziehung ist nichts
anderes als die Formel von MOIVRE, die wir schon kennengelernt haben. Die Punkte {/z bilden die Ecken eines

n

regelméBigen n-Ecks auf dem Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius {/|z|. Fiir n = 2 gilt beispielsweise:

Vz = |z|eiarg2(2) k™

(\/2)0 : By = {w|Im(z) > 0}
(\/2)1 : By = {w|Im(z) < 0}

Warnung:

I Reellen_celten foleende Rechenregeln:
# log(ab) = log(a) + log(b)
¥ (ab)c =a’*
#* loga® = blog(a)

Diese Regeln sind jedoch im Komplexen im allgemeinen falsch!
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2.4. KONFORME ABBILDUNGEN: MOBIUSTRANSFORMATIONEN

log (i (=1 +1)) = logi + log(—1 + i)
Wir betrachten log in E_, und k = 0:

log(—i—1) =InvV2+i (?ZT)

Nun berechnen wir die rechte Seite der Gleichung:

] . LT
0og1 =1—
81715

3
log(—1+1) = Inv2 + izﬂ
Die beiden Seiten sind nicht gleich, also gilt die erste Rechenregel nicht.
Ubung:

Uberpriife folgendes:

1 2 1
log(—1) = §log(—l)2 =1 log(—l)4

2.4 Konforme Abbildungen: Mdbiustransformationen
Folgende Begriffe wollen wir behandeln:

#* C=CuU{oc0}

s Der Punkt ,,00

% Inversion

% Verallgemeinerte Kreise

C\ {0} — C\ {0} sei schlicht.
{0 < |z] <1} — {w|l < w < 0}
{z]1 < |z| < o0} — {w]0 < |w| < oo}

{2l 2] = 1} = {w[|w] = 1}

Definition:

Es sei f(0) := o0 (: %), f(o0) =0, (: é) Hiermit wird f(z) = % definiert V z € CU{o0}. f(z) hat in

1
oo die Eigenschaft F, falls f ( ) diese Eigenschaft fiir z = 0 hat.

z

1
Ist f(z) =sin () in z = oo differenzierbar? Betrachte g(z) = sin z in z = 0. Dort ist sin(z) differenzierbar.
z
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Die reelle und die imagindre Achse schneiden sich in Unendlichen unter dem Winkel g

1
z

> Reelle Achse = Reelle Achse

1
> Imagindre Achse = Imaginédre Achse

Wir wollen zeigen, dafl f(z) = % : C — C holomorph ist.

2= 0: f(0) = 00 h(z) = f(lz) s () = 1LH(0) =1
s=o0s (o) =Oig(e) = £ (1) =2 = /() = 1.4 0) =1

Also ist die Funktion holomorph.

Satz:

1
fz) = 2 bildet Kreise oder Geraden auf Kreise oder Geraden ab.

Beweis:

_ 1
Ersetze in der allgemeinen Kreis-Geraden-Gleichung a|z|? + 8z + 3z + v = 0 die Variable z durch —. Man
z
erhiilt somit durch Multiplikation mit |z|2:
Y+ Bz +Bz4+a=0
Es handelt sich dabei also wieder um eine Gerade oder einen Kreis. Wir betrachten nun:

S {2+ + 2 =1)

z=x+1y

€m0 e 2y 1fg FiTE (6.0 #(0,0,1)

Folgende Abbildung nennt man Stereographische Projektion:
CrD

z+z  ,z—-%Z |2]*-1 )
z —i
T4z 1427 2P +1
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Problem:

N 1
Es sei die Abbildung z € C — — gegeben. Was bedeutet diese auf der Kugel? Dazu ersetze man in (x) z durch
z

1
—. Man erhélt:
z

(57 U C) = (f? -1, _C)

Wir schreiben dies in einer Verkettung von Abbildungen:

(57 7, C) = (57 -, C) = (5’ -, 7()

Bei der ersten Abbildung handelt es sich um eine Spiegelung an der (£, {)-Ebene. Die zweite Abbildung ist eine

Spiegelung an der (&, n)-Ebene. Auf der Kugel gehen somit durch die Abbildung z +— — Kreise iiber in Kreise.
z

Nun gilt:

Stereographische Projektion

{Kreise, Geraden aus C} {Kreise auf der Kugel}

Beweis:
Die Gleichung eines verallgemeinerten Kreises lautet:
alz]? + Bz + Bz +7=0

B =p1+ib2
Somit folgt:

alz> + Bz + Bz +7 =0 266 —26om + (@ — 1) = —a —

Es handelt sich hier um eine Ebenengleichung. Schnitt mit £2 + n? + (2 = 1 ergibt einen Kreis. Der Kreis geht
durch N, falls:

a—y=—a—-—y&a=0

Kreis geht nicht durch N ? Kreis in C

Ergebnisse:

Kreise und Geraden in C werden auf der Kugel zu Kreisen. Kreise in C werden auf der Kugel Kreise, die
nicht durch N gehen. Geraden in C werden auf der Kugel Kreise durch N. oo liegt auf jeder Geraden und
auf keinen Kreis in C.

Es sei a # 0, a € C. Die Abbildungen von C — C: z — z 4 a (Translation) und z — az (Drehstreckung)
bilden Kreise in Kreise und Geraden in Geraden ab.

Beweis (fiir Drehstreckung):

Siche: az = |a||z]e'?e@"8(*)

21







KAPITEL 2. KOMPLEXE FUNKTIONEN

Satz @:

1
Es sei f(z) = —. Diese Abbildung bildet verallgemeinerte Kreise in verallgemeinerte Kreise ab, d.h. genau:
z

% Kreis durch 0 geht iiber in Gerade nicht durch 0.

% Kreis nicht durch 0 geht iiber in Kreis nicht durch 0.
% Gerade durch 0 geht iiber in Gerade durch 0.

3% Gerade nicht durch 0 geht iiber in Kreis durch 0.

Wir gehen nun iiber zu konformen Abbildungen.

Definition:

Essei f: G C Cw— C. f heift in zyp € G konform, falls f in zy holomorph und f’(z) # 0 gilt (in G
konform, falls f/(z) 20V z € G).

Bemerkungen:

1.) Eine in G schlichte Funktion ist in G konform.

2.) Eine in G konforme Funktion ist lokal schlicht.

Schlichtheit ist somit der Konformitét iibergeordnet. Was bedeutet aber Konformitéit geometrisch?
Gegeben sei w = f(z), z € G mit f'(z9) # 0.

Eine Kurve mit dieser Eigenschaft hatten wir in HMII als regulér bzw. glatt bezeichnet. Diese Kurve soll nun
abgebildet werden wobei wir erhalten:

w(t) = f(2(t),a <t <b
Mittels der Kettenregel folgt:
w(t) = f'(2(t))4(t)

w(to) = f'(2(to))(t0)
Fiir das Argument folgt:

arg(u(t)) = arg(f’(20)) + arg((to))
arg(%(to)) gibt die Richtung von v in zg an; arg(w(tg)) die Richtung des Bildes von « in zp.
o = arg(1(to))—arg(22(to)) = arg(w1(to)) —arg(f'(z0))—(arg(w2(to)) — arg(f'(20))) = arg(wn (to))—arg(w2(to))

Daraus folgt, daf§ der Winkel erhalten bleibt. Dies formulieren wir in einem Satz:

Satz @:

Ist f in zp konform, so bleibt der Winkel zwischen Kurven in zy der Grole und dem Drehsinn auch erhalten.
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Satz @:

Jede holomorphe, nicht konstante Funktion bildet Gebiete auf Gebiete ab.

Nun folgt der zentrale Satz in diesem Kapitel, ndmlich der Riemannscher Abbildungssatz:

Satz ®:

G, G* seien einfach zusammenhéngende (ohne Locher) Gebiete, die mindestens zwei Randpunkte haben.
Dann gibt es eine schlichte Funktion f mit f(G) = G*.

Eine Abbildung, die verallgemeinerte Kreise in verallgemeinerte Kreise abbildet, heifit kreistreu.

¥ z—z+a

¥ z—az
1

¥z =
z

Satz ® (Riemannscher Abbildungssatz):

G, G* seien einfach zusammenhéingende Gebiete mit jeweils mindestens zwei Raumpunkten. Dann gibt es
eine schlichte Abbildung f von G auf G*.

Satz ®:

G, G* seinen zwei Gebiete, deren Rénder JORDANkurven sind, die sich nur aus endlich vielen Geraden oder
Kreisstiicken zusammensetzen. w = f(z) bilde G schlicht auf G* ab. Dann gelten:

1.) fist auf GUIG stetig.

2.) f(0G) = 0G* (Rand — Rand). Diese Zuordnung 0G +— 0G* ist injektiv und orientierungstreu.
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C
b
oG “
ab,c
C
b
oG “
ab,c

G*
(

fla

f(e)

f(0)
f(a)
f(a), f(b), f(c)
G*
G
f(a)

)
)
f()
)

»Liegt o links vom orientieren Rand 0G, so liegt f(a) links vom orientierten Rand 0G*“.

Beispiel:

2 A 1

i Im i

| |

i i

| i

| |

! Pow=f(z)
| |

| |

i |

i i

i i

| |

Y A

I I

| I

—11 0 1l Re

I I

i i

| |

| |

| |

i i

i i

| |

| |

I I

Im

-1 Re

~
\_J

auflerhalb

4

24



2.4. KONFORME ABBILDUNGEN: MOBIUSTRANSFORMATIONEN

2.4.1 Mobiustransformationen (gebrochen lineare Funktionen)

Definition:

Es seinen vier Zahlen a, b, ¢, d € C gegeben, fiir die gilt ad — bc # 0. Dann nennen wir die Abbildung

az+b .. .
T(z) = + eine Mobiustransformation. M sei die Menge der MOBIUStransformationen.

Wir differenzieren T'(z):

;_ ad—bc
T(z)fm#o

Durch die Voraussetzung ad — bc # 0 wird somit ausgeschlossen, dafl die Funktion konstant ist.

Definition:
Es sei T € M, wobei T C—C.

b d
az fiir z#o00,2# ——
cz+d d @

T(z)={ ® fir z= —
4 fir z=o00
@

1 (be—ad
C#O:T(z):c<ccz+ad +a)=TgoT20T1(z)mit:

* Ti(z) =cz+d
1
* T = -
2(2) = -

bc — ad a
z+ -
c c

* T3(z2) =
T € M ist somit kreistreu. Aulerdem bildet (M, o) eine Gruppe:

1) S, TeM— SoTeM

2)ideM :Toid=idoT=TVTeM

_1z2+0
C0z+1

id(z)

3) S, T,UeM: (ToS)oU=To(Sol)
4) TEM T *eM: ToT ' =T"1oT=id

b —d b
CED i = T2
cz+d cz—a

T(z) =

Satz @:

T sei € M. Dann ist die Abbildung 7" : C — C schlicht.
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Beweis der Holomorphie:
c#0:

* In z = oo: )
Betrachte g(t) =T (> fiir z = 0:
z

be — ad
g'(0) = =
* Inz=——
c
1 d
h(z) = f =——
(2) ) ir z p
d c?
Wil-——1|=
< c) bc — ad
Satz R
. : : : ; az+b . d L
MoBiustransformationen sind kreistreu, d.h. genau fir 7'(z) = Tl Eine Gerade durch —— geht iiber in
cz @

d d
eine Gerade durch g. Eine Gerade nicht durch —— geht iiber in einen Kreis durch g. Ein Kreis durch ——
© @ c €

a
wird abgebildet in eine Gerade nicht durch —. Aus einem Kreis nicht durch —— wird ein Kreis, der nicht
c @

durch ¢ geht.
c

Satz @:

T € M besitze mehr als 2 Fixpunkte. Dann gilt 7" = id.

Satz @©:

21, 29, 23 und wy, wo, ws seien Tripel paarweise verschiedener komplexer Zahlen aus C. Dann gibt es genau
eine MOBIUStransformation 7' mit 7'(z;) = w; mit j =1, 2, 3.

Beweis:

Tl(z): Z— 21 22 — Z3
Z— 2329 — 21

TQ(w) _ w — W w2 — wWs

w — W3 W2 — Wy
T, T € M : Tl(Zl) = O,Tl(ZQ) = 1,T1(Z3) = 00

T=T,'oT)

T(z5) =Ty (Ti(z) = Ty (1) = wa,j =2

Es gibt nur diese MOBIUStransformation: Angenommen, es gébe S € M mit S(z;) = w;. Dann miissen wir
beweisen, dafl S =T gilt.

S(Zj) = T(ZJ),j = 1,273
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S oT(2)=2:4,7=1,2,3
—_———
eM
Es handelt sich somit um eine MOBIUStransformation, welche 3 Fixpunkte hat. Also muf} es die Identitét sein.
StoT=id=T==5
w=T(2) =Ty " (Ta(2))
= To(w) = T1(2) (implizite Darstellung fiir w = T'(z))
Z— 21 22— Z3

Z— 2322 — 21
Folgerung:

Eine MoBIUStransformation 7' mit T(R) = R geniigt der Bedingung:
T(E) =T(z)VzeC

2.4.2 Spiegelung am Kreis
2
|z —a|=r:z— ——
Z—a
1.) Gesucht sei eine Abbildung T : {Im(z) > 0} — {w||w| < 1}. Die Funktion soll eine MOBIUStransformation
sein:
az+b

cz+d
Unsere Forderung ist also:
1.) 00— —1
2.) 1 —i
3.) com—1

+a

Die dritte Bedingung ergibt a = ¢. Daraus folgt:

z+b

Tie) = z4+d

Mit der ersten Bedingung ergibt sich b = d:

—b
T(z) = =2
z+0b
Jetzt ist nur noch die zweite Bedingung zu erfiillen:
1-b
T(l)=——==-i
1+5b
z—1
T(z) = A{z|T 0 1
() = 2 s {altn(z) > 0} = {wljw] < 1}

T(z)=r=— +a: {zllm(=) 2 0} = {uljw | <7}
Die Umkehrabbildung lautet:

w—a+r
—w+a+r

2.) Wir suchen eine Abbildung, welche folgende Gerade auf die reelle Achse abbildet:

T (w) =i

2(t) = a + tel?, t € R, tan ¢ = Steigung
T(z) = e ¥(z—a): T(g) =R
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Ergebnis:
1) w="Ti(z) = i%:{z“z —al <r}— {wlm(w) >0}, K :|z—a|=7
Te(K) = R, T () = r2—
K z+1

Definition (Spiegelung an K oder g/FE):

EsseiT € M mit T(E) = R. Fiir z € C wird mit o(2) der Spiegelpunkt an E bezeichnet:
08(2) =T"YT(2)), z € C, wobei T € M mit T(E) = R ist.

Um konkrete Formeln fiir Spiegelungen zu erhalten, setzen wir T' = Tk in die Definition ein, wobei man nun
fiir die Spiegelung an einem Kreis erhélt:

2

ok(2) == 776 —+a,z€C
Z—a

Fiir die Spiegelung an einer Geraden ergibt sich:

0y(2) =e#?(z—a) +a,2€C

,, Verniinftige“ Spiegelungen erfiillen folgende Bedingungen:
1) op = 05", 0p o op = id
2) op(2)=2z,2€FE

Wir iiberpriifen die erste Bedingung durch Einsetzen:

oxenz) = T T en () = T (1 (17 (T(2)))) = =

Geometrie:
2
r
z) = a
ok(2) =+
2
r
lok(2) —a| = 51z —al

(z—a)
0k(2), z und a liegen auf demselben Halbstrahl, der von a ausgeht.

lor(2) = allz — a] =72

Satz (Symmetrieprinzip fiir Mébiustransformationen):

Spiegelpunkte gehen unter MOBIUStransformationen iiber in Spiegelpunkte. Es sei L € M. Dann gilt:

L(er(2)) = ev(p)(L(2))
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Beispiel:

1
Gesucht ist eine konforme Abbildung {z||z| < 1} — {w||w — 1| < 1} mit 0 — 3 und 1 +— 0. Wir suchen also L

A

A 2
o )

mit folgenden Eigenschaften:

* L(0) =

S N

* L(1) =
1 1
L =0, 1lz)]=+1=-1
(OO) O|z—1| (2) %_ 1 +
Daraus folgt nun:
—z+1
z+2

L(z) =
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Kapitel 3

Komplexe Kurvenintegrale

3.1 Einleitung

In diesem Abschnitt werden wir zwei wichtige Sitze kennenlernen:
% CaucHyscher Integralsatz

% CaucHysche Integralformel

Definition:

G C C sei ein Gebiet mit einer stetigen Abbildung f : G — C, f = u+iv, wobei u = Re(f) und v = Im(f).
g C G sei stiickweise glatte Kurve, d.h. es gibt eine Darstellung z(t) = x(t) + iy(t) mit 2(¢) # 0, a <t < b.

b

[1@ra= [ e

=a

Erinnerung:

In HMII hatten wir ein Linienintegral folgendermaflen definiert:

b
/17d§': /5(F(t)) CF(t)dt mit y : 7 = 7(t),a < t < bund ds = 7(t) dt

2~
S
o
V2]
Il
@\0‘
Q
—
=L
=
-
N~—
-
putl
-
-
(oW
~

Wir benétigen eine Parameterdarstellung fiir den Kreis:
z(t) = et 0<t< g
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Wir setzen diese Darstellung in die Funktion f(z) ein:

fl(t) = e
3(t) = ielt

Daraus folgt nun das Integral:

z
/22 dz = i/(fineilt dt = [fe*it]
0

Y

O ola

=1+i

[-facher Kreisdurchlauf:

a:C

g : |z —a| =rsoll [ mal im positiven Sinn durchlaufen werden:
z(t):reit+a,0§t§l~27r

2(t) =1-rel =i(2(t) —a)

Somit folgt durch Einsetzen in die Funktion f(z) wiederum:

f(z(t) = _ Pk g—ikt

(2(t) —a)*

Das Integral ergibt sich nun folgendermaflen:

ds 2l 4 _ s i2ml  fiir
/7]C = /r*ke*‘kt irett dt = irik /e(lfk)t dt =
(2 —a) 0 fiir
ol 0 0
1 }{ dz 0 fir k#1
2051 (z —a)f I fir k=1
|z—a|=r
l-mal

Das Ergebnis héngt nicht von r ab.

Kompliziertes Integral:

eZ
j{ |Z|Z—2 dz

|z|==

2(t) =z, 0 <t <2

Nun folgt mit dem Beispiel vorher.

k=1

k#1

1 22 2 1 1 1 z 22 .

|2|=% |z|=2

32








05.09.2009 11:57
warum ist r^{1-k}*e^i=ir^{ik}


3.2. SATZE UBER KOMPLEXE KURVENINTEGRALE

Wiederholung: Gauf3scher Satz in der Ebene:

G sei ein beschriinktes Gebiet in R? mit stiickweise glatten positiv orientierten Rand G. P = P(z,y) €
C~1(G). Dann gilt:

FPas+Qay = [[ 101wy - DoP(ay)] Ao,
G

oG

3.2 Satze iiber komplexe Kurvenintegrale

Satz @ (Integralsatz von Cauchy):

Es sei f holomorph im einfach zusammenhéngenden Gebiet G C C. Dann gilt fiir jede stiickweise glatte
geschlossene Kurve v C G:

j{f(z)dz =0

Begriindung:

ff(z) dz

Wir zerlegen die Funktion f(z) in Real- und Imaginirteil:

flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

Des weiteren gilt durch Parametrisierung:

viz=2z(t) = (ngg) ,a<t<b, z(a)=2z(b)

Somit folgt durch Einsetzen in das Integral:

b

= [ (5) ()i [ G)- ()
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Da sowohl (Z) als auch (_uv> Potentialfelder sind (siche HMII), so folgt:

}gf(z)dz:o—&-O:O
8!

Bemerkung;:

Setzt sich eine Kurve v aus mehreren Teilkurven -; zusammen, so ergibt sich das Integral {iber v als Summe
der einzelnen Integrale tiber ~;:

/f(z)dz':Z_:/f(z)dz

Die Integration hingt natiirlich auch von der Orientierung der Kurve ab. Die obige Formel gilt nur, wenn die
Teilkurven ~; dieselbe Orientierung haben. Besitzt v die Parametrisierung z = z(t), a < t < b, so gilt fiir die
Kurve v~ mit entgegengesetzter Orientierung beispielsweise die Parametrisierung:

Y iz=z(b+a—1t),a<t<b

Beispiel:

fz)=2,G=

v sei geschlossene Kurve:

z=2z2(t),a <t <b, z(a) = 2z(b)
b

b
fzdz = / 2(H)2(t) dz = % / (22(1)) dt = % (22(b) — 2%(a)) =0

t=a

Dies gilt unabhéngig von der Kurve ~.

Satz @ (Folgerung aus Satz @):

Y2
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G C C sei Gebiet und f : G — C sei holomorph. v, v1, 72, ..., 7m Seinen stiickweise glatte, geschlossene,
doppelpunktfreie, im selben Sinn orientierte Kurven. 7y, ..., 7, verlaufen im Innengebiet von v und ~;
verlduft im AuBengebiet von v, (k # j). Das Gebiet zwischen v und 7, ..., 7, liegt im Gebiet G. Dann
gilt:

Zf CLEDY 74 f(2) dz

Wir betrachten folgendes Fundamentalbeispiel:

Y

~ sei doppelpunktfreie, geschlossene Kurve um a. k seinen ganze Zahlen: k € Z.

1

Y
G=C\{z=—-a}
m=1v:]lz—al=r

Daraus folgt nun:

7{ dz 271 fur k=1
0 fir k#1



KAPITEL 3. KOMPLEXE KURVENINTEGRALE

Beispiel:

A

7%

N

o+ 3=

Beispiel:

~ habe die Voraussetzungen von Satz @ und umschliele die Punkte 0 und 1.

AN

Im

-

N

A\

71 und 5 seinen geniigend kleine Kreise um 0,1, die das duflere Gebiet nicht schneiden.

2z —1 2z —1
:-7{ i dz—i—% i dz
22—z 22—z

71

2z —1
]{,22—de

Y

- i
N, z

72

2

Durch Partialbruchzerlegung folgt:

2z—1 1 1

22—z z z-1

]{dz % dz fdz j{ dz .
— + + ¢ —+ = 4mi
z z—1 z z—1

T 0e! V2 72

N~ N~ ——

27i 0 0 27i
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3.2. SATZE UBER KOMPLEXE KURVENINTEGRALE

Satz @ (Integralformel von Cauchy):

G C C sei ein beliebiges Gebiet, f : G +— C sei holomorph. v C G sei geschlossene, doppelpunktfreie,
positiv orientierte, stiickweise glatte Kurven, deren Innengebiet zu G gehort. Dann gilt fiir jedes z in
diesem Innengebiet:

~ o C—=z
g

D @

Wenn wir die Funktion f in Real- und Imaginérteil zerlegen, dann gilt die Potentialgleichung:
Ugg + Vyy =0
Die Formel im Satz wird in zwei Dimensionen angewendet, um diese Differentialgleichung zu 16sen.

Beweis:

Mittels des Satzes 2 folgt:

f(Q) — f(z)
27r1 sz N j{ (—=z C+7%C
\(—z\:r _,_/
f(2)
f(Q) = f(z)
}%Zm E—z d¢

Wir gehen auf die Definition des Linienintegrals zuriick:

fO- [z flz+rel") = f(2).
% c d( / o ire't dt

—Z

2

I, :i/(f(z+reit) — f(z)) dt

0
/f(z)dz < Lénge von « - max | f(2)]|,z €y

[I,| < 2rmax |f(z +re’) — f(z)|,0<t<nm

Dies geht fiir 7 — 0 gegen 0 aufgrund der Stetigkeit von f.
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Beispiel:

Mit dem Satz @ folgt:

2¢
¢—0

(-1, _ [T
{C—1) Tlacen® f

21
¢
fc—ldc

Y2

Nun ergibt sich mit Satz ®:

2¢ -1 2¢ -1
27i ¢ ‘ + 2mi < '
¢ =1l ¢ =
Beispiel:
() = 1
- D(z-2)

]{f

Dieses Beispiels behandeln wir mit zwei Arten. Einmal mit Satz @ und dann mit Satz ®.

* Losung mit Satz @:

\ @
Y2

Durch Partialbruchzerlegung folgt wiederum:

1 11 1 1 1

2(z—1)(z—2) BB

f dz—ff dz+ff dz+7§f d—fldz F-Fr 4§ —mi- i mi=0
z—1 2] z—-2

2 3

% Losung mit Satz @:

v
2(z—1)(z —2)

fiow- 5 fion
%((C—l 5 j{“)(“’)dg

0, f(2) =

fz)=

(z — 1)(2 -2)
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3.2. SATZE UBER KOMPLEXE KURVENINTEGRALE

Somit folgt:

1

C=ND(C=2) ~ 1
L) glECo 2d¢ = 2mif(0) = 2ni- 5 = i

71

Die restlichen Integrale folgen dann analog, wobei wir dasselbe Endergebnis wie mit Satz @ erhalten.
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Kapitel 4

Potenzreihenentwicklungen,
Taylorreihe

4.1 Laurent-Reihe

Wir wollen uns nun mit Reihen folgender Form beschéftigen:
—+o0
E: Pk
k=—o00
Dieses erinnert stark an Fourierreihen:
o0
ike _
E cLe lim g crel
Nr—»oo
k=—oc0

oo o0
Diese Reihen sind konvergent, falls Z i und Z p—p konvergieren. Nun kommen wir zu den LAURENT-

k=0 k=1
Reihen. Eine LAURENTreihe um zy ist von der Form:

Z ak z—zo Za, ( > +Zak z—zo

k=—o0
Hauptteil Nebenteil

Satz @©:

1 o0
—— . Dann konvergiert die LAURENT-Reihe apz” fiir alle
lim sup ¢/ |a| k;w

z mit r < |z| < R. Beim Konvergenzbereich handelt es sich also um einen Kreisring. Divergenz liegt vor fiir

Es seien r = limsup {/|ax|, R =

|z| < r oder |z| > R oder auch falls R < r. Gilt » < R, so stellt Z apz” in r < |z| < R eine holomorphe
k=—c0

Funktion f dar. Fiir r < 91 < 02 < R ist die Konvergenz auf dem Kreisring {z|o < |z| < 02} gleichméBig.

Fiir jedes k € Z und jedes p mit r < p < R gilt:

71
k*T k+1
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KAPITEL 4. POTENZREIHENENTWICKLUNGEN, TAYLORREIHE

Begriindung:
9] 1 k
e =Y ()
k=1 \ ,
wk

Nun gilt fiir den Konvergenzradius fiir diese Reihe:
1 1

limsup ¥/|ax| T

Fiir den Konvergenzbereich fiir den Hauptteil gilt:

1

zZ0o = U 7|Z*ZO|

1
<=:lz|>r
r

o,

Der Nebenteil konvergiert fiir |z| < R. Fiir || = ¢ liegt gleichmifiige Konvergenz vor. Wir integrieren:

1 f(() 1 o n = 1 n—k—1
o ChHT T 7{ G Z an¢"| d¢ = Z no s ¢ ¢ =ax
[¢l=e [¢{l=e nETee n=Tee [¢|=0 #0 nur fiir n=k
Satz @:

Es sei f im Kreisring {z|r < |z| < R} holomorph (r > 0, 0 < R < c0). Dann gilt dort:

Fir r < p < R gilt:
1 f(Q) iy
= — ——=L __d( firkeZ
= 7{ (¢ — zp)*+1 ¢ firk e
[¢—zol=0
Die LAURENTentwicklung von f in r < |z — 29| < R ist eindeutig.

Beweis:

Hier benétigen wir auerdem die geometrische Reihe:

— & 1

E ¢ = fiir || <1
l—q

k=0

Mit Satz @ folgt nun:







4.1. LAURENT-REIHE

S
>

o= g f 19 ac— L ! (©)

f(©) _
Sl o o=

[{|=R—¢ [¢|=r+5

(—=z

IC|=R-4 [¢l=r+6

1 1 z 1 1 o
- _i_ O Fdras § OIS -

I¢|=R—5 h=eo C|=r+6

[ 1 [ 1 ke
S lon f Ena|#eX (o fosocta |

k=0 (CI=R—5 k=0 |t

(2

Das erste Integral stellt die Koeffizienten aj dar. Fiir den zweiten Ausdruck folgt durch Transformation der
Summe:

o [ ! cac | v [ LIS VIR
Sl fosestac) =N (g f Gre]d=ee
- I¢[=r+6 - I¢|=r+6 -

Somit ergibt sich nun:

oo o0
flz)= Zakzk + Za_szk
k=0 k=1

Definition:

IIst f holomorph in {z||z — 20| < R} \ {20} aber in zy nicht holomorph, so heifit z; isolierte Singularitét. I

2o sei eine isolierte Singularitét. Berechne in 0 < |z — 29| < R die LAURENTreihe:

“+o0o
o _ k_ a_s a_o a_1 B _ 2
f(z) = k;mak(z Z)" =...+ EETnE + =) + =20 +ao+ai(z — 20) +az(z — 20)" + ...
Definition:

2o heifit hebbare Singularitéit, falls a_y = 0 fir £ = 1,2, ... (Hauptteil=0), heifit Polstelle der Ordnung
m €N, falls ay, =0, k =m+1,... und a_,, # 0. 29 heiit wesentliche Singularitit, falls a; # 0 fiir
unendliche viele k£ € N. a_; heifit Residuum von f an der Stelle 2y und wir schreiben Res(f, zo).

(oo}
1 11
= yszv\z|>0
k=0 "

e
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KAPITEL 4. POTENZREIHENENTWICKLUNGEN, TAYLORREIHE

Fiir das sogenannte Residuum folgt nun mit k = —1:

Res(f;zo):2i7Ti j{ flQO)dCfir0<p<R

[¢—z0l=0

Beispiel:

3

# Folgende Funktion soll um 1 entwickelt werden, so dafl Konvergenz in 5

vorliegt.

1

1= hE 9

1 und 2 sind isolierte Singularitéten:

A

Im

DD,
O

1 Y2

Wir suchen somit die LAURENTreihe, die im Bereich 0 < |z — 1] < 1 konvergiert. Damit folgt:

IR T T T S SR VU
L e i e Ny oo s e kZ:O(Z "=

:—i(1+(z—1)+(z—1)2+(z—1)3—|—...):—

1
z—1

—1—(z=1)=(z=-1)2—...

Somit folgt fiir das Residuum einfach durch Ablesen:

Res(f;1) = —1

s Nun soll die Funktion um 1, aber mit Konvergenz in %, entwickelt werden. Der relevante Bereich ist
somit |z — 1| > 1. Dann folgt:

1 1 1 1 1 1 1
f(z)—(z_n(z_z)_z—1'(z—1)—1_(z—1)21—2%_(2—1)2';(2—1)‘“_
1 1

G et

Hier ist der Koeffizient a_; nicht vorhanden, woraus man aber nicht schlielen darf, dal das Residuum 0
ist. Nur die erste LAURENTreihe bei der isolierten Singularitéit liefert uns somit das Residuum.

#* Wir entwickeln um 0, wobei Konvergenz in % vorliegen soll. Gesucht ist deshalb eine Reihe folgender
Form:

1

flz)= [CEREE)] = Z arz® mit |z| < 1

k=—o0
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4.1. LAURENT-REIHE

Somit erhalten wir zwei geometrische Reihen, welche miteinander multipliziert werden:

z) = L = 1 :loozk.oo z\/ .
f(z) (z-1)(z-2) (1-2)-2-(1—2) 2}; ;(2),|<1

Mittels des CAUCHY-Produktes und der geometrischen Summe folgt als Ergebnis:

10 =3 (1 g )

k=0

Eine andere Moglichkeit auf das Ergebnis zu kommen, wére eine Partialbruchzerlegung.

Satz ® (Taylorentwicklung):

Ist f holomorph in D = {z||z — 29| < R}, dann gilt fiir z € D:
- : 1 f(Q) 1 .
f(z):Zak(z—zo)k mltak:% % de:y (k)(ZO) fir0<o< R
k=0 |¢—zol=¢
Beweis:
Mittels des Satzes 2 folgt:
oo
f(z)= Z ap(z —20)",0 < |z — 20| < R
k=—oc0
1
ap = — ]{ F(O(C = zo) T dC fir k=1,2,...
27
[¢—zol=0

Mit Hilfe des CAUCHY-RIEMANNschen Integralsatzes konnen wir sagen, dafl hier das Ergebnis 0 ist:

=g P SOG- @A =0
[¢—20l=0

Somit fallen die Koeffizienten a_j; weg, woraus dann folgt:

(o)
flz)= Z ap(z —20)",0 < |z — 20| < R = Zak(z—zo)k,|z—zo| <R
k=—o00 k=0

Folgerung @©:



KAPITEL 4. POTENZREIHENENTWICKLUNGEN, TAYLORREIHE

Eine holomorphe Funktion ist in ihrem Definitionsgebiet beliebig oft differenzierbar.

Folgerung @:

Ist f holomorph in |z — 2| < R, so gilt:

f(z0) = % j{ Cf(C) d(fir0<o< R

20
[—z0|=0

Dies ist die schon bekannte CAUCHY-Integralformel. Diese Beziehung kénnen wir noch verallgemeinern:

k! f(¢ .
f(zo)(k):% % (C_'(Z()ikﬂdgmlt0<g<Rundk:O,1,2,...

[¢—z0|=0

et 2mi i .
<=1

4.2 Isolierte Singularitit und Residuensatz

Wir fassen nochmals zusammen:

zp sei isolierte Singularitdt. Wir haben die LAURENTreihe von oben. zy heifit nun hebbar, falls a; = 0,
k= —1, =2, =3, .... zg heifit Polstelle der Ordnung m, falls a_p =0, k = m+ 1, m + 2, .... 2y heifit
wesentliche Singularitéit, falls a_j # 0 fiir unendlich viele k € N.

% Hebbare Singularitét:

sin z

flz) =

z

zo = 0 ist eine isolierte Singularitdt. Wir berechnen die LAURENTreihe:

3
2 —

flzy=2"1

+5F-- 22z
z

Es gilt nun f(0) = 1, womit gezeigt ist, dal z = 0 eine hebbare Singularitét ist. Wir kénnen dies auch
folgendermaflen ausdriicken:

lim f(z) bleibt beschrinkt.

Z—20

3 Polstelle:

1 0<[z=1]<1 1
(z—1)(2-2) B z—1

f(z) = —1—(z—=1)F...

zp = 1 ist somit Polstelle 1.0rdnung.

46









4.2. ISOLIERTE SINGULARITAT UND RESIDUENSATZ

z = 0 ist eine isolierte Singularitéit. Wir schreiben die LAURENTreihe hin:

1 1 1 1 1 (& _ ’
1z) = 2 T tzo)? T 2 (1to(1)? 22 (Z(_l)k(o(l))k> -

23
_3l+5l:F

)
= (4o =5+ a+Zakz

Wir haben hier somit eine Polstelle 2.0rdnung.

* Wesentliche Singularitéit:

z = 0 ist eine wesentliche Singularitét.

N\»—A

1
| ok

R“H

Nun ist noch eine Sache ungekldrt, und zwar, was nichtisolierte Singularitdten sind. Betrachten wir hierzu den
komplexen Logarithmus:

log(z) = In|z| +iarg(z). — 7 < arg(z) <«
Jeder Punkt der negativen reellen Achse ist nichtisolierte Singularitit.
o
sin (%)
1

z = 0 ist nichtisolierte Singularitit. Fiir 2;, = 1~ wird der Nenner 0. Ab einem gewissen k befinden sich alle
Punkte innerhalb eines Kreises mit Radius €. Diese Folge konvergiert, z = 0 ist Hiufungspunkt dieser Folge,
womit sie eine nichtisolierte Singularitit darstellt.

flz) =

Bemerkung:

f(2) sei bei einer wesentlichen Singularitiit nicht definiert. Betrachten wir f(z) = e*. Es sei z = iy, womit fiir
y +— 0 kein Grenzwert existiert. Fiir z = z > 0 und z +— 0 folgt |e*| — oc.

Satz ©:
f hat in zy eine Polstelle der Ordnung m. Genau dann gibt es eine holomorphe Funktion g mit g(zg) # 0
1
und f(z) = ﬂ Dann hat —— Nullstellen m-terr Ordnung in 2.
(2 — 20)™ f(2)
1 1
f(z)= : =(z—-1)(z—2
D= mne—y T e
Nun gilt:
F2)(2 = 20)™ = G + G (2 — 20) + . = 9(2), 9(70) =t # 0
1 1 9
flz) = s ) sin” z
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Satz @ (Residuensatz):

G sei ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. f: G\ {z1,...2,} — C sei holomorph. z1, 2, ..., 2, seien
die isolierten Singularitéten von f. v sei eine geschlossene doppelpunktfreie Kurve in G mit z; ¢ v (j = 1,
..., n); 7 sel positiv orientiert. Dann gilt:

j{f(z) dz = 27i ZRes(f;zj)

y

z; sei innerhalb von «, beispielsweise j = 2, 3, 4.

Beweis:

Mittels des zweiten CAUCHY-Integralsatzes folgt:

ff(z)dz = fo(z)dz = Z27ri-Res(f;zj) = 27Ti'ZReS(f;Zj)

jKj

1.) zo sei Polstelle m-terr Ordnung. Dazu multiplizieren wir die Reihe mit (z — 2¢)™ durch:

oo

(2= 20)"f(2) = G + G_myr(2 — 20) + ... Fa_1(z — 20)" " + Zak(z — zo)F ™
k=0

Wir leiten diesen Ausdruck m — 1 mal nach z ab:

1

= T

D"V (2 = 20)" f(2)]., = Res(f;20)

Fiir m = 1 gilt beispielsweise:

Res(f;20) = (z — ZO)f(Z)|z:zo

Hat f die Form f(z) = Zz; mit g(z9) # 0, h(z0) = 0, h'(z0) # 0. Dann ist zy Polstelle 1.0rdnung. g

und H seien auBlerdem holomorph. Dann folgt mit obiger Formel:

Res (%, zo) = (z— zO)ZEg

Z=Z0
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4.2. ISOLIERTE SINGULARITAT UND RESIDUENSATZ

Da g und h holomorph sind, kénnen wir diese in eine Reihe entwickeln:

h(z) = h(z0) + (2 — 20)h'(20) + (2 — 20)0(1) = (2 — 20) W (20) + (2 — 20)0(1) (2 +— 20)
Durch Ausklammern von (z — zg) folgt:

h(z) = (z = 20)(I'(20) + o(1))

Damit folgt nun durch Einsetzen:

Y N a(2) _ ()
R <g7 0) ( 0) (Z_ZO) (h/(20)+0(1)) . h/(ZO)

2.) Wir wollen folgendes Integral berechnen:

1

= 2mi (Res(f;0) + Res(f;1))

0 ist eine wesentliche Singularitidt und 1 eine Polstelle 1.0Ordnung. Damit berechnen wir die Residuen an
diesen beiden Stellen:

ez

Res(f;1) = (2 —-1) S_1

=e

z=1

Da bei 0 eine wesentliche Singularitat vorliegt, konnen wir obige Formel nicht anwenden. Wir miissen
die LAURENTreihe bilden:

1
z—1

. ) 1 11 L1 .
e =—(1+z+224..)) I+ -+ tgat) firll<t

Wir multiplizieren die ersten Koeffizienten aus, wobei wir a_; erhalten:

—(1+z+2"+ )1+1+11+11+ = 11+1+1+
sz tgat )= TR

Mittels der Reihenentwicklung fiir die Exponentialfunktion folgt:

=1 1
;E*1+1+5+'”

L+ 5 + 3| fo=e—1
Somlt folgt fiir das Residuum:
Res(f;0)=1—e

A

1
N

(.
w
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4.3 Auswertung (reeller uneigentlicher) Integrale

4.3.1 Linienintegrale mit Residuensatz

In HM II hatten wir ein Linienintegral folgendermaflen berechnet:
b

]{h(z) dz = /h(z(t))z(t) at

v a

viz=2z(t),a<t<b
2(t) =€’ 0<t <21

Satz @©:

G ={z,|z| < 1}; 21, 22, ... € G seien isolierte Singularitéiten der auf G\ {z1, 22, . ..} holomorphen Funktion
f mit |z;| # 1 Vj. Dann hat man:

Zf(eit)dt = (;Res (ﬂj);zl) + Res (]c(;);O)) fiir 0 < |2| <1

Beweis:
2(t) = et
dz = ielt dt = iz dt

7f(eit) dt = 7{ f(z)%:% ?{ @dz
0

|z|=1 |z|=1

Dies ergibt dann den Residuensatz.

2m
. 1 1
/cos (e") dt =< f COSZdz:fQﬂ'i«Res (COSZ;O) =27 (z COSZ) = 2mcos(z)|,_, =27
i z i z z
0 |z]=1

+m
S / dt
T o7 ) a2 —2acost+1

Dies stellt natiirlich kein geschlossener Integrationsweg dar. Da wir aber eine periodische Funktion haben,
folgt:

2m d 2m d
1 t 1 t
Y R S
27 | a? —2acost+1 27 a? — 2al (eit +e~it) + 1
0 0

AuBlerdem gilt nun:

2m

=2 / e’ dt
21 ] —ae?t + (1 + a2)eit —a
0





4.3. AUSWERTUNG (REELLER UNEIGENTLICHER) INTEGRALE

Durch Umformung von f(z) folgt:
f(z) =

z 2
-0+ (1+a?)z—a —a(z—a)(z— 1)

Damit kénnen wir nun das Integral berechnen:

1 1
<1l:Res| —————<:a | =
|al es((za)(zi) a) a—%

Als Ubung ist zu zeigen:

1
>1:1=——
|a" a271

4.3.2 Uneigentliche Integrale mit Residuensatz

[ i f@ == f6 =

T 14t

Die Singularitéten, also die Nullstellen des Nenners, sind folgende:

ei%,ei%ﬂ,ei%,ei%
A
2(t) =R, 0<t<m
[ ] [ )
T > T »
—-R R

[ ] [ ]

Satz @:

G C C sei ein Gebiet, {z|[Im(z) > 0} € G. f : G — C sei holomorph bis auf endlich viele isolierte
Singularititen, von denen keine reell ist. zq, 29, ..., zg liege in der oberen Halbebene (Im(zx) > 0,k =
1,...,95). Es gelten nun:

R—o0

lim / f(Re") dt =0
0

R

s
Rlim f(z)de = 271 Z Res(f; zx)
s k=1
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Bemerkung:
Wir hatten in HM I folgendes definiert:

R

I= / flx)da = Rlim f(x)da, wobei Rlim , lim unabhingig voneinander sind.
71— 00 00 Ris—oo0

R—o0 R
Somit gilt:
R 0
I'=lim [ f(zx)dz+ lim f(z)dx
R—o0 Res—o0
0 R

Ein kann sein, daf eine Integral nur als CAUCHYscher Hauptwert, aber nicht als uneigentliches Integral existiert.

Beweis:
A
22
°
zs
Zl. [ ]
T > T »
—-R R
R T S

/ f(z)dx + /f (Re")i- Re™ dt = 27riZRes(f; 2k)
-R 0 k=1

R

S ™
/ f(z)dx =27 ) Res(f;zx) — i/f (Re") Re' dt
-R k=1 0

Wenn wir den Grenziibergang von R +— oo bilden, folgt Satz @.

Beispiel:
1 1 i {8x
f(m)*1+x47f(z)71+z4721 614,22:614
s
li L Retar
R>I—I>noo 1+ Rietit ¢
0

Wir schéatzen ab:

™

1 . R it
/7Reltdt < 7 max |

1+ Redit o<t<n |1 + Rietit| STpi_ — 0 fiir R — oo

0

Damit folgt das Ergebnis:

“+oo
dx . 1 iT 1 3mi
/ 1+x4271'1(Res(1+z4;e4>+ReS<1+z4;e4)>

— 00
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4.3. AUSWERTUNG (REELLER UNEIGENTLICHER) INTEGRALE

Dies sind Polstellen 1.0rdnung. Damit folgt:

1 _sx 1 .=
1

—1

INE)

1 1
Res<1+z4;e ): 473 Z:e;gzze -1
]. 3T ]. 1 ]. 1 B
Res | —— 5’1 | = — = T =0 "
es<1+z4 ¢ ) 15| s A% 4°
Das Ergebnis ist somit:
o 1
x
— = =V2
/ 1+ 2t gVer
[e'e] 1 —+o00 d
x
0< dx < —
= / 1+.4000= / 1+ 22
—0o0 — 00
Beispiel:

Wir berechnen das vorige Integral allgemein:

+oo

flw) = / 1—1—12”

—0o0

Da es sich um Polstellen erster Ordnung handelt, folgt:

Res(f,a,) = 9(z)

Res( 1 eiﬂ-(1+2k)> _ 1 1 1 i

= - w2k —  _€n €
2—eim(142k) nel‘n’(l—‘er) Y e n

1427’ nzn—1

Wir berechnen die Anzahl der Residuen im Intervall [0;7]:

m+ 2km <
n
T+ 2km < nmw
2kr <m(n—1)
< n—1 ZE,E
-2 2 2
Damit gilt:

—1 fir n gerade

|3

fir n ungerade

|3
N |

Fiir das Integral folgt nun fiir gerades n:

+oo n_1
1 E 1 :
_ . im(1+2k)
/1—|—z”_2mZReS(1+z"’e )
—00 3
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Die Summe berechnen wir mittels der Formel fiir die geometrische Reihe:

n n+1_1
qu:qifﬁrqyél
qg—1

k=0

k=0 = k=0
11 e™3-1 11 e'-1 1 ei-1
’rLe*iTlT e2¢7fl —1 neﬂif e% —1 n eT — eszl
1 2
n eTTi —e n.l
Damit folgt dann:
o iy 1 1 2
/ = 2mi Z Res [ ——,e™(F20) ) — o7, = . —
1427 - 1427 n en —e n
o %
Setzen wir nun n = 4, so folgt:
N z x 2 1
= T ™
—9_n __9._4 _ " . % __5/9
4 . .
_Zo 142 sin (%) sin (%) 2 V2 2

Damit folgt also unser zuvor berechnetes Ergebnis.

27i n
w e (8-141) g
D
e —1
—-1-1
i mi =
en —e n
: ™
2i _ 9 n
i mi : s
en —e m Sln(ﬁ



Kapitel 5

Differentialgleichungen

5.1 Implizite Differentialgleichung 1.Ordnung

Essei F(x,y,y") = 0 gesucht mit y = ¢(x) und F(z, (), ¢’ (z)) =V x € I. Die Kurvendarstellung in impliziter
Form lautet:

¢(Jj’ Z/) =

22 +y* =9

In Parameterdarstellung schreiben wir:

x = V5 cos(t)
y = V/5sin(t)
0<t<2m

Es sei G CR?, F € CY(@) und D3F(z,y,y') # 0 in G. Wir nehmen an, daB y = o(z) € C2(I) (£ 2 mal stetig
differenzierbar) eine Losung der Differentialgleichung ist.

L) ¢"(z) =0
o(x) = ax + b mit a, b = const. ist eine Losung, falls F(z,az + b,a) = 0. y = p(x) = ax + b ist Losung,
falls F(z,ax +b,a) =0V z € I gilt.

1.) CrairauTsche Differentialgleichung
=zy +9(y')
ax+b=ax+ g(a)
b=g(a)

Damit folgt, dafl y = ¢(z) = ax + g(a) eine Losung fiir jedes a darstellt. Es handelt sich jedoch um
keine beliebige Gerade, da die Abhingigkeit b = g(a) besteht.

ot
ot
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2) y=afy)+9)
ax+b==zf(a)+ g(a)
a= f(a),b = g(a)
Fiir jedes a mit f(a) = a ist die Gerade y = ¢(z) = azx + g(a) Losung.
2) ¢"(z) A0V el
t=¢(x)=>2x=V@#),tecJ

y=plr)=y=e@@)=x)te]
Es sei y = p(z) eine Losung in Parameterdarstellung mit x = ¥ (¢), y = x(t).

F(x,0(x), ¢ (x)) =0Vx el

Damit folgt dann:

F(¥(t), x(t),t) =0

x(t) = o(¥(t))
Durch Ableiten nach t resultiert:
X () = @' (W(1)¥' () = W(1)t

Die Losungen der Gleichung f(U(t), x(t),t) = 0 sind x = U(t), y = x(¢). x(t) = t¥(¢t), t € J liefert eine
Parameterdarstellung fiir Losungen der Differentialgleichung F'(z,y,y’) = 0.

Beispiel:
y=xf(y")+gy)
12 y/
x=Y()f(t)+g(t)
X(t) = t¥(t)
X(t) = W(t)f(t) + V(t) f(t) +g(t) = t V(1)
2 ¢ 2t 1

Beispiel:

Wir betrachten wieder die CLAIRAUTsche Differentialgleichung:
y=ay +9(y)

ft)y=t

z=W(t) = —4(t)

y=x(t) = —g()t + g(t)

y=ay +y% g(t) =1

x=U(t) = -2t

y=x(t) = =2t +1* =
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5.1. IMPLIZITE DIFFERENTIALGLEICHUNG 1.O0RDNUNG

Es sei y = ax + a® eine Losung. Die explizite Losung lautet:

L o
y——zm

1
Jede Tangente an y = —ZﬂcQ hat die Form y = az + a?. Jede Gerade der Form y = ax + a? ist Tangente
L,

any=—_ "

Wir betrachten eine Differentialgleichung der Form ¢(y,y’,y"”) = 0, in der z nicht explizit auftritt.

Yy + %Siny =0

Wir suchen ¢’ als Funktion von y. ¢ = p(y) = y = y(x). Welcher Gleichung mufl p = p(t) geniigen, damit
y'(x) = p(y(x)) Losung von é(y,y',y") = 0 ist?

(L, p(t), p()p(t))
y' (@) = p(y(@))y'(z) = p(y(2))p(y(x))

p=p(t)

Das Vorgehen ist nun folgendes:

1) Lése o(t, p(t), p(t)p(t) = 0, € I.

2.) Berechne y(z) aus y'(z) = p(y(z)).

Beispiel:
Es sei folgende Differentialgleichung gegeben:
y' =gy +y°

Die Anfangsbedingungen lauten:

Wir gehen nach obiger Anleitung vor.

L) pp' = tp+p?
Eine Losung hiervon ist p = 0 = y/(z), womit durch Integration folgt:

y(x) = const.
Diese Funktion erfiillt jedoch nicht das Anfangswertproblem und stellt somit keine Losung dar!
P(t)e~t — e~tp(t) = to~*

(pe_t)l =te !

Somit ergibt sich:

pe t=et(t—1)+Cp,p(t) = -t —1+Crett

2.) ¥ (z) = —y(x) — 1 + Cre™v®
(1) = —y(1) =1+ Cy ¥™)
y'(1) =—y(1) 14 ~
—1 0

o7
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Damit ergibt sich C; = 0.

Y (z) = —y(z) -1

/

y =
y+1
Durch Integration folgt:

In(y+1)=—-z+Cs
In(y(1)+1)—1+Ce=0=Cy=1
In(y(x)+1)=—-z+1

Somit folgt fiir die Losung:

y(a)=-1+e'"

Beispiel:

y=y +y*
da
y'(@) =4
ar

r=V({)=Int+2t+C,t>0
y=x(t)=t+t*

x(t) = tW(1)
W(t) = % +2

Gesucht ist die Losung durch (1,2), also to = (1] — 2).
X(to) = to + 15 =2

\If(t()) = lnto + 2t+01 =1

Somit gilt C7 = —1. Wir fassen das Ergebnis zusammen:

y=1t+1?

r=Int+2t-1

Wir behandeln nochmals die CLAIRAUTsche Differentialgleichung, aber auf eine andere Art:
y(x) = zy'(x) + 9(v/ (2))

Wir differenzieren zuerst nach x:

y'() =y (@) + 2y’ (@) + 9(y'(2)y" (2)

0=ay"(z) + g(y'(x))y" (x)

Nun kann man y”(z) ausklammern:

0=y"(2)(z+4(y'(x)))

Damit gilt also

y'(z) =0



5.2. EXAKTE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND INTEGRIERENDER FAKTOR

Und somit folgt schliefllich:

y(z) =ax+0b

Wir setzen dies zur Probe in die Differentialgleichung ein, wobei nun eine Beziehung zwischen b und a folgt:

b=g(a)

Auflerdem kann noch der Ausdruck in der zweiten Klammer gleich Null sein:

y=—g(t)t+9(t)

Dies ist die Methode der Integration durch Differentiation.

Wir integrieren folgende Differentialgleichung;:

/

Y = ¢(x,y) mit y(zo) = yo

y(x) = /¢(t7y(t))dt+yo

Dann kann man eine Losung durch Iteration finden:

Yn+1 () = /¢(t7yo(t))dt +yo firn=0,1,2,...

Zo

Yo(z) = Yo

5.2 Exakte Differentialgleichungen und integrierender Faktor

f(z,y)
9(x,y)

Wir multiplizieren mit g(z,y) # 0 und bringen alles auf eine Seite:

Y =o¢(z,y) = —

fx,y) +9(z,y)y =0

Wir suchen eine Losung in Parameterdarstellung « = z(¢), y = y(t). Wir setzen dies ein und erhalten:
fl(®),y(8) + g(2(t),y(8)) - =5 =0

fa(),y(8)a(t) + g(z(t), y(t)y
d d

§(t) = i) =

Wir multiplizieren mit d¢ durch:

flz,y)dz +g(x,y)dy=0 (1)

In dieser Differentialgleichung ist die explizite Form y = y(z) enthalten, die implizite Form = = z(y) und
auerdem die Parameterdarstellung « = x(t), y = y(t). Losen von (1) bedeutet:
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Suche = = z(t), y = y(t) € C}(J) (J C R~ R?) mit (). Die Voraussetzung ist nun, da8 f, f € C'(G), wobei
G ein einfach zusammenhingendes Gebiet in R? ist.

2 (2,y) + g*(x,y) # 0 mit (2,y) € G

Ordne (1) folgendes Vektorfeld zu:

p(t) = Vh(F(t)) - 7(t)
Ist ¥ ein Potentialfeld, d.h. # = Vh, dann ist h(7(t)) = const.

Definition:

Die Gleichung (1) heifit exakt in G, falls ¥ in G ein Potentialfeld ist, d.h.

Dgf($,y) = Dlg(x’y) fiir (x’y) €G

Satz @©:

Es sei die Differentialgleichung (1) in G exakt und h ein Potentialfeld zu ¢. Dann sind alle Lésungen von (1)
implizit und h(z,y) = C (beliebig) gegeben. (Jede Hohenlinie von H ist Losung von (1) und jede Losung
von (1) ist Hohenlinie von h.)

Beweis:

Wir notieren uns nochmals Gleichung (1):
f(z,y)de +g(z,y)dy =0
D2f(‘/Ea y) = le(l',y)

a.) h(z,y) = C definiert implizit die Kurve 7(t) = (Z(t)> mit h(z(t),y(t)) = C.

Wir differenzieren dies nach t:

0= Vh(z(t),y(t)) #(t)Vt e J
B(F(t))

D;h(7(t)) = h(7(t)) = const.
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Wir betrachten die Differentialgleichung:

p(z)q(y)dz —dy =0
Diese Gleichung ist auf keinen Fall exakt. Deshalb dividieren wir durch ¢(y) durch:

1
— dy =0
()Y

Diese Differentialgleichung ist nun exakt. Also konnen wir die neue Methode anwenden:

p(z)dx —

p(z) = Dih
qa(y) = D2h
Es gilt also:
Dy h(z,y) = p(x)

Daraus resultiert:

x

h@wr:/mww+xw>

zo

Daha.) = Xo) = = = Ay) = = [ 5
Also folgt:
h(z,y) = /p(t)dt—/% =C

Dies sind alle Losungen fiir xg, yo und beliebigem C'. Die Lésung durch (xg,yo) erhilt man fiir C' = 0.

5.3 Der integrierende Faktor
Die Differentialgleichung f(z,y)dz + g(x,y) dy = 0 sei nicht exakt:

Dsf(z,y) # Dig(,y)

Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit einer beliebigen Funktion u(zx,y) # 0:

w(z,y) f(z,y)de + p(x,y)g(z,y)dy =0 (2)

u soll so bestimmt werden, daf die neue Differentialgleichung (2) jetzt exakt ist. Also muf gelten:

Dy (uf) = Dy (pg)

Falls dies gilt, heifit u integrierender Faktor (Eulerscher Multiplikator). Oben muf3 nun die Produktregel
angewendet werden, womit dann folgt:

(Dap(z,y)) f(z,y) — (Dip(z,y)) 9(2,y) = p(x,y) (Drg(w,y) — Da2f (2, y)) (3)
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Dies ist eine partielle Differentialgleichung. Wir suchen einen Ansatz zur Berechnung von p = pu(z,y). Es
sei ¢ = @(x,y) gegeben. Dann suchen wir eine Funktion H = H(t) derart, dal p(z,y) = H(p(z,y)) ein
integrierender Faktor ist. Mittels der Kettenregel ergibt sich dann wieder:

Dyp(x,y) = H'(¢(z,y))Dip(z, y)

Dop(w,y) = H'(¢(,y)) Dag(, y)
Gleichung (3) geht nun iiber in:

Dlg(x’y) — Dgf(l',y)

H'(p(x,y)) = H(p(w,y)) - Dayp(z,y) - f — D1 - g(x,y)

Falls diese Funktion nur noch von ¢(z,y) abhiingt mit w(p(x,y)), dann hat der Ansatz etwas gebracht.

H'(p(x,y)) = H(p(z,y))w(e(z,y))

H'(t) = H(t)w(t)

Es ist eine lineare homogene Differentialgleichung. Diese Methode wollen wir nun an speziellen Beispielen iiben:
L) p(z,y) = 2: p(z,y) = H(x)

Dig(z,y) — Daf(z,y)

(@) = H(z) ~g@y)

Falls dies nur von z abhéngt, dann ist u(x) = H(x) ein integrierender Faktor.
2) ¢lz,y) =y

. Dlg(xay) B D2f($,y)
[z, y)

Dies darf nur von y abhéngen.

H'(y) = H(y)

3.) p(z,y) = 2> +4?

Dlg(xay) — Dgf(l',y)

H'(@*+97) = H +07) o e )

Auch hier das die Funktion nur von x? + y? abhiéngen, damit u(z) = H(z) integrierender Faktor ist.

Schauen wir uns folgende lineare inhomogene Differentialgleichung an:
v +p@)y+g(@) =0
Daraus folgt:

(p(x)y +g(x)) do+ 1 dy=0

f(z,y) 9(z,y)
Nun gilt:
D f(x,y) = p(x)
Dig(z,y) =0
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Nun ergibt sich mit der obigen Beziehung:

Dig(x,y) = Daf(w,y) _ —p(z) _
5 =—7 =r@)

H'(x) = H(z)p()

Somit folgt:

Als Ubung soll der Rest dieser Aufgabe gelost werden.

y— (@ +y+2)y =0
ydz — (2 +y> +2) dy =0

Die Differentialgleichung ist somit nicht exakt. Die Fille (1) und (2) liegen nicht vor.

o(z,y) =2 +y°

—2(z+1) B 2(x+1)

1

H'(y) = H(y)

22 2@+ ) 2@+ ) (e 1)

_J:2+y2

Wir haben somit nur eine Abhingigkeit von x? + y?; unser Ansatz fiihrt infolgedessen zum Ziel. u(z,y) =

1
H(2? + y?) 148t sich aus H'(t) = H(t) (_t> berechnen.

1

1
H(t)=-= =——
(t) =5 = ulz,y) iy

Somit folgt also:

Yy x
———dr— 1+ —5—= | dy=0
22 ( +x2+y2) Y

Nun miissen wir zu dem entsprechenden Vektorfeld ein Potential bestimmen.

_Yy
x2_|_y2

X
Dib =~ (1+ s

Nach einigen Rechenschritten folgt:

Dih =

h(z,y) = arctan (a:) -y
Y

Fiir die Losung in impliziter Form folgt dann:

arctan <x) —y=C
Yy
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Schauen wir uns zum Abschlufl noch einmal folgendes an:

(z,y)
f(&n)d§+g(&n)dn=0

(z0,Y0)

Falls dieses Integral wegunabhéngig ist, dann ist hierdurch die Losung implizit gegeben.

& Daof(&,m) = Dig(§,n)

T Yy
[ wat+ [ gteotde=0
xo Yo

Die Exaktheit ist also eine andere Formulierung fiir die Wegunabhéngigkeit eines Integrals. Als Vorbereitung zu
unserem nichsten Thema wollen wir uns nochmals die inhomogene Differentialgleichung 1.0rdnung anschauen:

v +p(@)y = q(z)
Dies wird multipliziert mit:

x

(o) =exp | [ ple)de

Damit folgt dann:
(1)’ (x) = p(z)q()

x

p(o)y(z) = plao)ylan) = [ n(b)ate)de

Zo

Somit folgt:

T
y(@o) 1 /
y(z) = p(t)g(t) dt
p() p(x)
To
Losung der
homogenen Losung der inhomogenen
Gleichung Gleichung y, mit yp(zo) =0

Es handelt sich um alle Losungen, falls zy beliebig ist. Fiir g(z) = 0 folgt daraus auch die Lésung der homogenen
Gleichung;:

y(xo) c . .
T) = = —— mit beliebigem C
YO =) T hw) :

5.4 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Wir betrachten die Differentialgleichung L, (z) = y” + p(z)y’ + ¢(x)y = f(z) mit € I und gegebenem p, g
und f. Diese Funktionen seien auflerdem stetig und beschriankt.

Problem:

Es seien 29 € I und «, 3 € R. Gesucht wird y € C?*(I) mit Ly(z) = f(z) und z € I AuBerdem sei y(zg) = o
und y'(x¢) = 3. Das Problem (P) wird mit A(f; «, 3) bezeichnet. y € A(f; o, 3) soll bedeuten: y 16st A(f; «, 3).
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Satz @©:

Das Problem A(f;«, ) ist fiir jedes Tripel von Daten {f; «, 8} eindeutig losbar.

Folgerung:
Es sei y € A(0;0,0). Dann gilt:

Ly(x) =0
Y(xo) =0 < y=0
Yy (z0) =0

Satz @ (Linearitit/Superposititon):

Aus y1 € A(f1;00,01) und ys € A(fa; a9, 52) und C; = const., Cy = const. folgt:
Cy1 + Cayz € A(CLf1 + Cafz; Crag 4 Coag, C181 + Cz32)

Wir bezeichnen die Menge aller Lésungen als:

L={y|Ly = [ auf I}
Diese Menge nennt man die ,,allgemeine Losung®. Die ,allgemeine Losung der homogenen Gleichung® lautet:

Ly ={y|Ly =0 auf I}

Satz ®:

Es sei y, € L gegeben. Dann gilt £ =y, + Lg, d.h. genau:
1.) Jede Funktion der Form y, + yo mit yo € L liegt in L.

2.) Hat man y € £, so gibt es ein yg € Ly mit y = Y, + Yo.

Begriindung:
L) L(yp +yo) =Lyp + Lyo = f+0=f

2) Lly—yp) =Ly —Lyp=f - f=0
Dies bedeutet, dafl y — 3, = yo eine Losung der homogenen Gleichung ist.

5.4.1 Beschreibung der Losung
Nun wollen wir die allgemeine Losung der homogenen Gleichung Ly charakterisieren. Mit Satz @ ergibt sich:

1.) yn, € A(0,1,0) existiert:

Yn, # 0
Yhy (Jfo) =1
y;ll(wo) =0

2.) yn, € A(0,0,1) existiert:

Yo £ 0
Yn, =0
Yhy = 1
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Kleiner Satz:

Y1, Yo seien auf I linear unabhéngig. Dann folgt aus Cyyp, (z) + Coyp, () = 0, dass Cy = Cy = 0 ist.

Beweis:

Clyhl (3?0) + C2yh2 (‘TO) =0=0C

Wir differenzieren:
Cryp, (w0) + Cayp, (20) = 0= —Ch

Damit ist die Aussage gezeigt.

Satz @:

Es sei L = {g|ly = C1yn, + Cayn,; C1,C5 € R beliebig}. {yn,,yn, } ist Basis.

Beweis:

1.) Chyj, + Coyp, = Ly ¥ C1, Co

L (Clyh1 + C2yh2) = ClLyh1 + CQLyhz =0

2.) y € L. Zu zeigen ist:
y = C1yn, + Coyp, mit passenden Cy, Cy
Cr = y(xo), G = ¥/ (x0)

!
y =y(@o)yn, + ¥ (x0)yn, = w(x) = y(x) = y(xo)yn, (¥) = y'(xo)yn, (¥) = OV
w € Lg;w(zg) =0,w (z9) =0

w € A(0,0,0) = w(z) = 0V (Folgerung aus Satz @)

Alle Losungen der homogenen Gleichung hat man, wenn man zwei linear unabhéngige Losungen hat,
davon sind alle Linearkombinationen zu bilden; y;, und yp, leisten dies beispielsweise.

Jede Basis von L heifit Fundamentalsystem von L. Beispielsweise bilden yp, und yp, ein Fundamentalsy-
stem von L.

5.4.2 Wronski-Matrix/Wronski-Determinante

Es sei u, v € C*(I). Dann nennt man folgende Matrix die Wronski-Matrix von « und v:
_ u(z)  o(r)
Ot 0) () = det (567 1)

Satz:

Es seien u, v € C*(I). (W(u,v)) (x0) # 0 fiir ein z¢ € I. Dann sind u, v linear unabhéngig auf I. Sind u, v
linear abhéngig auf I, so ist w(u,v)(x) =0V «.
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Beweis:

Chu(xg) + Cov(xg) =0V EN Ci=Cy=0
C1u/ (zg) + Cov' (z9) =0V

Dies schreiben wir in Matrixform:

<5(/§oo)> 5/((@))) . <g;> - (8) = Cy = Cy = 0 (siehe HM II)

Satz ®:

Es seien u, v € Ly und u, v seien auf I linear unabhingig. Dann gilt W(u,v)(z) # 0 V .

Betrachten wir folgende Funktionen:
u(z) = 2%, v(x) = z|z| —-1<z<1

Die Funktionen sind linear unabhéingig, wie sich an den Schaubildern erkennen lift. Dies soll als Ubung gezeigt
werden durch:

W(u,v)(z) =0z

u, v kénnen nicht Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung 2.0rdnung sein.

Widerspruchsbeweis:

Es gibt ein 2o € I mit W(u,v)(xo) = 0. Dann betrachten das Gleichungssystem fiir aq, as:

(5((2)) 5&2?)) (Z;) - (8)
Aus W(u,v)(z0) = 0 folgt:

Beweis:
Es sei u, v € L. Dann folgt:

W = —pu' —qu

! = —pu' —qu

Wir leiten eine Differentialgleichung fiir die Wronski-Determinante her:

W(u,v) (z) = (w' —u'v) (2) = u'v —u'v + u” —u"v=u(—pv — qv) — v (—pu’ — qu) =
= —p (w0’ —vu') = —p(x)V(u,v)(z)

W(u,v)' (x) = =p(x)W(u, v)(x)

Fiir die Losung folgt:

W(u,v)(z) = Cexp f/p(t) dt | =W(u,v)(zo) exp f/p(t) dt | Va
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5.5 Lésen des Problems A(f;«, ()

Wir wollen 16sen:

Ly(l‘) = f(l‘),.l? € I;y(l‘o) = aay/($0) =p

Vorbemerkung;:

Es seien u, w € C*(I).
L(u-w)(z) = w” (@)u(x) + w'(2) 2u'(z) + p(z)u(@)) + w(@) Lu(z)
Hat man v € Ly mit u # 0, so gilt L(u, w)(z) = w”’(z)u(z) + w' (2u' + p(z)u(x)).

Satz ®:

/
Es sei u € Lyu # 0. Dann gilt: Ist w allgemeine Losung von w”(z) 4+ w’ <2:i((:f)) +p(:1c)> = (=) (1), so

ist y(z) = u(z)w(x) die allgemeine Lésung von Ly = f.

(1) ist lineare homogene Gleichung 1.Ordnung fiir w. Die Ordnung wurde also reduziert. Da Cu(z), ¢ € R
ebenfalls € Ly ist, heiflit dieses Vorgehen auch Variation der Konstanten.

x

p(z) = /z (21;/((;)) +p(t)> dt = ln;f((jo)) + /wp(t) dt = ;Q(f())) exp (/p(t) dt)

Zxo xo L0

Wir multiplizieren Gleichung (1) mit u(x):

w«wuwnﬂzmmigi

Durch Integration von xq bis x folgt:

f(t)
)

x

R B ()
)= 0 e0) s+ [ WO

0

/wdsw(x) :w(xo)-i-w'(xo)/xj(i) +j V,mié? dt] ﬁds

Zo Zo Zo Zo

Damit folgt:

1ummm=ww@+/mw

Zo

y(2) = u(@) + w(z) = wiz)u() —|—w/(x0)u(m)/;zz) +u(x)/ L/f(t)zgg dt] ﬁds

x

d
u(z), u(zx) / (s) sind linear unabhéngige Losungen der homogenen Gleichung:
(s

Zo

r ds
u(a) ) [ 1
det * dwo . qu(x)m#O
v () u’(x)/mi) +u(m)m
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[ d
Suche die Linearkombination von u(z) und u(z) / £%_ die das Problem A(0,1,0) bzw. A(0,0,1), d.h. wie

p(s)’

sind w(zg), w'(xg) zu wihlen? Dann ist ayp, +0yn, Losung von A(0; o, 3).

Zo

Beispiele:

y" — 4 cos(z) + ysin(z) = sin(z)

Die homogene Gleichung lautet:

y" — 1y cos(z) + ysin(z) =0

Gesucht ist eine Losung v = u(z). Wir machen folgenden Ansatz:
u(z) = exp (v(z))

' (x) = v'(x) exp (v(x))

u"(z) = (V'(2)* + " (x)) exp (v())

Durch Einsetzen ergibt sich:

v (z) + ' (2)? — v'(2) cos(x) + sin(z) = 0
v"(z) + sin(x) + o' (z) (v'(x) — cos(x)) = 0
(v" — cos(z)) + v'(z) (v/(x) cos(z)) = 0

Wiihle v' = cos(z) und v = sin(z).

u(z) = exp (sin(z))

Dies ist eine Losung der homogenen Gleichung. Wir wihlen nun einen anderen Ansatz. Wir suchen u € L in
der Form ux) = v(sin(x)). Gesucht ist v = v(t) derart, dal u(x) = vsin(x) Losung ist.

u'(x) = cos(z)v' (sin(z))

u”(x) = sin(z)v’ (sin(x)) + cos? (x)v” (sin(x))

cos?(z)v” (sin(z)) — sin(z)v’ (sin(z)) — cos?(x)v' (sin(x)) + v(sin(x)) sin(z) = 0

(1 —sin®(z)) v”(sin(z)) — sin(z)v’ (sin(z)) — (1 — sin®(z)) v/ (sin(z)) + v(sin(z)) sin(z) = 0
Wir sin(z) = t folgt:

(1=)v"(t) —t'(t) — (L= *) V' (t) + to(t) = 0

(1—#%) ("(t) = '(t) =t (v (t) —v(t)) = 0
(1—#) (@' (t) —v(t) =t (W' (t) —v(t) =0

V'(t) = v(t) = v(t) =€

Somit gilt also:

u(z) = exp (sin(z))

Schauen wir uns die inhomogene Gleichung an:

y" — vy cos(z) + ysin(z) = sin(x)

—(y cos(x))’
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(y' —ycos(x))’ = sin(x)
Durch Integration folgt:

y' — ycos(z) = Cy — cos(x)
Wir multiplizieren mit dem integrierenden Faktor exp (— sin(x)).

(yexp (—sin(z)))" = C; exp (—sin(z)) — cos(z) exp (— sin(z))

x

y(x)exp (—sin(z)) = Cy + C4 /exp (—sin(t)) dt + exp (—sin(x))

Zo

T

y(x) = Cyexp (sin(z)) + C1 exp (sin(z)) /exp (—sin(t)) dt + \1/_/ (4, Cy beliebig

To Yp

y'(x) + (1 —2)y(x) =0
Ist y = y(z) Losung, so ist auch u(z) = y(—z) Losung. Dies soll als Ubung gezeigt werden. Es gibt Losungen,
die gerade Funktionen sind und ungerade Funktionen sind. Wir machen folgenden Ansatz:

u(z) = v(z?)

Als Ubung wire dann zu zeigen, da8 sich durch diesen Ansatz folgende Differentialgleichung ergibt:
26 (20" +0) 4+ (1 —1) (20 +v) =0

Ein anderer moglicher Ansatz ist:

u(z) = exp (v(z))

W(2) = (" (x) + 0/ ()?) exp (0(2))

v (z) + ' () + (1 —2%) =0

Durch Anwendung der dritten binomischen Formel resultiert:
V() =140 —2)v' +2)=0

(' (@) +2) + (0 +2) (W — ) =0

Wiéhle v'(z) = —x, wobei dann folgt:

1
v(z) = —§m2

Dann folgt die Losung:

e (2)

Es gibt a1, as mit a% + a% # 0 als Losungen. Bilde hiermit die Funktion y = aju + asv. Da u, v € Ly, gilt
auch y € L.

y(xo) = aru(zg) + apv(zg) = 0
y' (z0) = v’ (x0) + av’(zg) =0
y € A(0,0,0) = y(x) =0V
Das heifit also:

aru(z) + agu(z) =0

u, v sind linear abhéngig, was ein Widerspruch darstellt.
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Satz @:

u, v € Lg. W(u,v)(xg) # 0 fiir ein z¢ € I. Dann gilt W(u,v)(z) #0Vz € I.

1.) u, v € Ly ist linear unabhéngig

2.) Variation der Konstanten: y = C(yu + Co(yyv
Cy(x), Ca(x) so bestimmen, dal Ly = f gilt.

Wird das fiir f = 0 durchgefiihrt, so erhélt man eine zweite von u linear unabhéngige Losung v der homogenen
Gleichung;:

() = ula) | /jj);u(t) — (1)

o(z) = u(z) / g O / plr)dt
zo 0

5.6 Potenzreihenansatz

Wir wiederholen das CaucHY-Produkt aus HM I:

(i akxk> . ibjxj = i ( Y anlbl> z"
k=0 §=0 0

1=

Wir wollen uns nun mit folgender Differentialgleichung beschéftigen:

Ly =y" 4+ p(x)y +q(z)y

Wir nehmen an, daf§ p(z) und ¢(x) Potenzreihen sind:

pla) =Y pja’
7=0

g(x) = qpa®
k=0

Die Reihen konvergieren innerhalb des gemeinsamen Konvergenzradius:
|z < R

Wenn man sich beispielsweise mit der Schréodinger-Gleichung beschéftigt, erhélt man folgende Differentialglei-
chungen:

% LAGUERRE-Differentialgleichung:

zy”(z) + (1= 2)y () + ny(x) =0

% LEGENDRE-Differentialgleichung:

(1= a2y (2) = 2y’ +n(n+ 1)y =0
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% BEssELsche Differentialgleichung:

22y (x) + zy () + (#° —n®)y = 0

3# HERMITEsche Differentialgleichung:

y"(z) — 22y (z) + 2ny(z) =0

Sowohl die LEGENDRE- als auch die BEsSELsche Differentialgleichungen treten insbesondere bei kugelsymme-
trischen Problemen auf.
~ x x
fy=y' Py q(z)y
x x

oo o
p(z) =Y pal q(z) =) ara,|z| <R
j=0 k=0

Gesucht sind Losungen bei z = 0, d.h. fir x > 0 bzw. x < 0. z = 0 in der Gleichung oben heifit Stelle der
Bestimmtheit oder regulére singuléire Stelle.

Wir betrachten die EULERsche Differentialgleichung;:

222y 4+ 32y —y=0,0< 2z <

31 1 3 1
nmo92r — — = 4=
Y+ 5oy 33y =0p()=5,4d@) =3

Wir Iiachen folgenden Ansatz:

y=a"y =ra" Ly =r(r—1)z"?

Durch Einsetzen geht die Differentialgleichung iiber in:
2r(r—1)+3r—1=0

Durch Auflsen ergibt sich:

1
ry = +§,7“2 =-1

Damit folgt fiir die allgemeine Losung;:

y = Clx% + Cyxz! wobei Cy, Cy beliebige Konstanten sind

Ein anderer Ansatz wird sein:

o0

y(@,0) =2 cpa®

k=0

Es handelt sich um einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz (Methode von Frobenius).

Ly = z*y" + ap(z)y’ + q(z)y =0

Hier wird als der Ansatz verwendet:

o0
y(z, 0) = x° Z cpat
k=0

Ly = 2%y + (pox + p12® +p22® + .. )y + (@ + @1z + oz + ... )y =0
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% Regulérer Fall:
Po=0,90=q1 =0
Damit gilt:
y" (x) + Potenzreihe - 3y’ + Potenzreihe - y = 0

% Singuldrer Fall:

Po+ag+ai #£0

Z (k+0)(k+o0—1)yrte?

Mit dem CAUCHY-Produkt ergibt sich nun:

Sor) (o) o 5 ()

k=0

0o ) 00 k
x)y = 2° ijxj (Z cr(k + Q)$k> =a* Z (Z (m + Q)pk—mcm> a”

7=0 k=0 k=0 \m=0

2y = xQZ (k4 0) (k40— 1) cpa”
k=0

Diese Summen werden in die Differentialgleichung Ly = x2y” + zp(z)y’ + q(z)y eingesetzt:

o0
>

k=0

k
(k+o0)(k+o—1)ck+ Y [(m~+0)pr—mCm + qkmcmll a*

m=0
Sie Summanden zu k = 0 werden extra geschrieben:

k
(k+0)(k+o—1)ck+ Y [(m+0)pr—mcm + kacm]] xk]

m=0

¢ lQ(Q — 1) co + opoco + qoco + Y
k=1

z? [CO(Q(Q—1)+QP0+QO +Z( (k+o)(k+o0—1)+ (k+ 0)po + qo) cr+
k=1
k—1
+ 2 [+ 0P + Gumm) ] )
m=0

Wir fiihren folgende Abkiirzungen ein:

fle) =o0(0—1)+poe+q

Es handelt sich um das charakteristische Polynom fiir L. Das Ergebnis lautet mit y(z, 9) = «* Z cpa®:

k=0
0o k—1

Ly =a%of(0) + 22 _ | fle+E)ck + D [(m+ 0)Pk—m + gh—m] cm| 2"
k=1 m=0

Gesucht sind c¢g, c1, ... und p derart, daf§ Ly = 0 ist fiir x > 0.
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L) f(e)eo=0
k—1

2) f(Q+k>Ck = - Z [(m+ Q)pkfm +Qk7m] Cm mit k = 17 27
m=0

Es handelt sich hierbei um die Rekursionsformeln fiir ¢. Falls f(o+ k) # 0 fiir k = 1, 2, ..., dann kann man
aus (2) alle ¢ berechnen, falls ¢y bekannt ist:

0

c] = g+1 mz::() M+ 0)Plem + @1—m] C m:—m(é)mﬁ‘(h)%:)‘l(g)%
L 1

62:_?@:Exmﬁwn+mp%m+Q%mwm:Aﬂm%

cr = A(0)co

Ai(0) hingt ab von pg, p1, ..., Pk, 9o, G1, - - -, qk, 0- Damit folgt im Ansatz:
y = x° (co+011:+02172—|—03x3—|—...) = coa? (1+)\1x—|—/\2x2—|—...)

Es folgt zwingend, daf ¢ # 0. Damit withlen wir ¢ = 1. Aus (1) folgt f(0) =0 = 0(0— 1) + opo + qo = (0* —
01)(0 — 02). Es handelt sich um eine quadratische Gleichung, die man unter anderem auch determinierende
Gleichung nennt. Wir numerieren die p so, dal 91 > go. Fiir komplexe o gilt Re (01) > Re (02). Nun mufl
gelten:

flor+k)=Fk(o1 —o2+k)#0VkeN

flo2+ k) =k(k— (01 — 02)) # 0, nur falls o1 — 02 ¢ N

s 1.Ergebnis:
Setze o = o1, dann ist y; (z) = 2% ¢ (1 + A(o1)x + Xa(o1)z? + .. ) mit ¢y # 0 eine Loésung zu Ly = 0.

O0<z<R
—-R<x<0

% Weiteres Vorgehen:

1.) Regulérer Fall:
go=q =po=0

2.) Singulédrer Fall:

01—02¢N
01 —02 €N
01 = 02

Es sind zwei linear unabhéngige Losungen gesucht.
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