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Dies ist eine Vorlesungszusammenfassung, gedacht zur Vorlesungsbegleitung und als
Gedéchtnisstiitze, nicht jedoch als etwas, das fiir sich selbst stehen konnte (wie etwa ein
Lehrbuch). Der Besuch der Vorlesung ist durch die Lektiire in keinem Fall zu ersetzen, es
gibt dort noch viel mehr an miindlichen Erklarungen, Erlauterungen und veranschaulichen-
den Skizzen, die fiir Verstandnis und Einordnung des prasentierten Stoffes unabdingbar
sind.



Gewohnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten zunéchst gewohnliche Differentialgleichungen in expliziter Form

y = f(z,y),

wobei f: D — R stetig und D C R? in der Regel offen ist, und erinnern an die

Definition: Eine Losung dieser Differentialgleichung ist eine differenzierbare Funktion
¢: I — R, wobei ) # I C R ein Intervall ist und fiir alle x € I gilt

(z,¢(z)) € D und ¢'(z) = f(z,o(x)).
Da f stetig ist, ist ¢ in I sogar stetig differenzierbar.

Auch Anfangswertprobleme der Form

y/ = f(x7y)7 y(xo) = Yo,

wobei f wie oben und (zg,yo) € D ist, haben wir schon kennengelernt. Eine Losung
¢ : I — R der Differentialgleichung ist ein Ldosung des Anfangswertproblems, falls zusatzlich

27 Elementare Methoden fiir Differentialgleichungen

27.1 Wiederholung: die lineare Differentialgleichung
Wir betrachten das Anfangswertproblem fiir die lineare Differentialgleichung
y = al@)y+b(x)
y(ro) = Yo,
wobei a,b : [ — R stetig, I C R ein Intervall mit xy € I und y, € R sind.

Erinnerung: Ist A : I — R gegeben durch A(z) := f:o a(§)dé fir x € 1, so ist die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

y(m) = yoeA(x) + €A($) / €_A(t)b(t> dt, xz €l
Zo

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung y' = a(z)y ist
y(x) = cel o@de 0

wobei ¢ € R eine Konstante ist.
Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung y' = a(x)y + b(x) erhélt man durch den
Ansatz

y(z) = c(x)el “@ 9 (Variation der Konstanten).
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Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung erhélt man als Summe einer speziellen
Losung und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung.

Beispiel: 3y = £ + x?, wobei I = (0, c0). Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
ist y(x) = cx, x € I, wobei ¢ € R eine Konstante ist. Durch Variation der Konstanten
erhilt man die spezielle Losung y(x) = 23/2, x € I. Die allgemeine Losung ist also

1
y(x) =cx + 51’3, x>0,

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist.

27.2 Bernoulli-Differentialgleichung

Eine Differentialgleichung der Form
Y +9(x)y + h(z)y™ =0,

wobei g, h : I — R stetig sind und « & {0, 1} ist, heifit Bernoullische Differentialgleichung.
Die Bernoulli-Differentialgleichung lasst sich durch Multiplikation mit (1 — «)y~® auf eine
lineare Differentialgleichung zuriickfiihren:

(¥ ™) + (1 = a)g(x)y' ™ + (1 = a)h(z) = 0
wird mittels z := y'~® zu

2+ (1—a)g(z)z + (1 —a)h(x) = 0.

Diese Differentialgleichung kann wie in 27.1 gelost werden, und man erhalt dann eine
Losung der Bernoulli-Differentialgleichung durch y(z) := z(x)Y/0=),

Zu beachten: Fiir nicht-ganze o < 0 ist y® nur fiir positive y erklart, in diesem Fall ist
D = Ix(0,00). Positiven Losungen y(z) entsprechen positive Losungen z(z). Eindeutigkeit
der Losungen (in I x (0,00)) folgt aus 27.1.

Fiir nicht-ganze o > 0 ist y® fiir y > 0 erklért, und durch y(z) = 0 ist eine Losung gegeben.
Laufen Losungen z(z) durch Null, so kann die Eindeutigkeit der Losung in diesen Punkten
verlorengehen.

Beispiele: 1) y' + = + (1 + 2)y~ %3 = 0, wobei I = (—1,00). Hier ist o = —2, g(z) =

14z
(1+2)~! und h(x) = 1 + 2. Die Substitution z := y°/® fiihrt auf
5 z 5
"+ - —(1 =0
2 +31+x+3( + )

mit der allgemeinen Losung z(z) = ¢(1 + 2)7%3 — 2(1 + z)2. Fiir z(z) > 0 muss ¢ > 0
sein. Fiir ¢ > 0 sind Losungen gegeben durch

y(a) = (c(l )7 — %(1 + x)2)3/5, z € (—1,(11e/5)%M —1).
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2)y' = /y: Hierist o = 3, g(2) = 0 und h(x) = —1, und man kann die Differentialgleichung
in D =R x [0,00) betrachten. Die Substitution z := y'/? fiihrt auf
1
/
— =90
T
mit allgemeiner Losung z(z) = %x + c¢. Diese ist > 0 fiir z > —2¢, also sind Losungen

gegeben durch

y(x) = (g +c)? x> -2

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Fiir jedes ¢ € R ist eine Losung mit Anfangswert
y(—2c¢) = 0 aber auch durch y(z) = 0, x > —2c¢ gegeben. Aulerdem beachte man, dass
diese Losungen links von —2¢ nur durch 0 fortgesetzt werden kénnen (wegen y' > 0, was
aus der Differentialgleichung folgt).

Zu beachten fiir ganzzahlige a: Hier ist y* fiir y # 0 (o < 0) oder fiir alle y € R
(a > 0) definiert. Es ldsst sich auch ein Uberblick iiber negative Losungen y gewinnen,
wenn man eine Vorzeichenbetrachtung durchfithrt (— Ubungen).

27.3 Riccati-Differentialgleichung

Eine Differentialgleichung der Form

Y+ g(x)y + h(x)y® = k(x), (1)

wobei g, h, k : [ — R stetig sind, heifit Ricatti-Differentialgleichung. Fir k = 0 auf I ist
(1) eine Bernoulli-Differentialgleichung mit @ = 2 und man kann wie in 27.2 z = y~!
substituieren.

Fir k # 0 lassen sich Losungen in der Regel nicht in geschlossener Form angeben. Kennt
man jedoch bereits eine Losung ¢ der Differentialgleichung, so lassen sich die iibrigen wie
folgt berechnen:

Setzt man u =y — ¢, so gilt
u'+ g(@)u + h(z)(y* — ¢°) =0
und wegen y? — ¢* = (y + ¢)(y — @) = (u + 2¢)u weiter
u' + (g(z) + 26(x)h(z))u + h(z)u®* = 0. (2)

Dies ist eine Bernoulli-Differentialgleichung, und die Substitution z = v~ (vgl. 27.2) fiihrt
auf die lineare Differentialgleichung

7' = (g(x) + 2¢(x)h(x))z — h(z) = 0. (3)

Die iibrigen Losungen der Ricatti-Differentialgleichung (1) erhdlt man also als

y(x) = o(x) + u(z) = o(x) +
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wobei z die Losungen von (3) durchléuft.
Beispiel: v + 2z — 1)y — y*> = 1 — x + 2% Hier ist g(z) = 2z — 1, h(z) = —1 und
k(z) =1 —z + 2% Eine spezielle Losung ist ¢(z) = x, und (3) lautet hier
2 —(2x—-1-22)241=0.
~———
="1

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist z(x) = ce™ — 1, wobei ¢ € R eine

Konstante ist. Die iibrigen Losungen der urspriinglichen Differentialgleichung sind also

1

y(x) :x+m,

wobei z € R fiir c <0 und z € R\ {lnc} fiir ¢ > 0. Ende
Woche 1

27.4 Exakte Differentialgleichungen
Sei G C R? offen und seien P,Q : G — R stetig.
Definition: Die Differentialgleichung
P(z,y)dr + Q(z,y) dy =0 (1)
heifit exakt in G, falls es eine stetig differenzierbare Funktion F': G — R gibt mit

0,F =P und 0,F =@ inG,

dh wenn das Vektorfeld (z,y) — ( P%’Z) ) auf G ein Potential (eine Stammfunktion)
besitzt.

Bemerkung: Die Schreibweise bei (1) deutet an, dass man sich noch nicht entschieden hat,
ob die Losung die Gestalt y(z) oder x(y) oder (z(t),y(t)) (Parameterdarstellung) haben
soll, dh ob man

P(z,y) + Q(z,y)y = 0 oder

P(%Q)%‘*‘Q(l‘,y) = 0 oder

P(r,y)t +Q(z,y)y = 0
betrachtet.

Satz 1: Ist die Differentialgleichung (1) in G exakt und ist F' : G — R eine Stammfunktion,
so sind alle Losungen von (1) implizit gegeben durch

F(z,y) = const, (2)



dh durch die Hohenlinien von F'.

Beweis: Integriere die Differentialgleichung in Parameterform nach ¢ und beachte
LE(x(t),y(t) = 0,Fi + 0,Fy (Kettenregel aus HM II, vgl. 19.13).

Mit dem Satz 2 aus 20.4 (HM II) erhalten wir
Satz 2: Ist G einfach zusammenhdngend, sind P, () stetig differenzierbar auf G' und gilt
0,P = 0,Q in G, so sind alle Losungen von (1) implizit durch (2) gegeben, wobei F :

G — R ein Potential (eine Stammfunktion) zum Vektorfeld (z,y) — ( gg’zg ) auf G

ist. Insbesondere ist fiir (z¢,yo) € G die Losung des Anfangswertproblems

P(z,y)dr + Q(z,y)dy =0, y(xo) = yo

implizit gegeben durch
F(z,y) = F(zo,0)- (3)

Erinnerung: Ist G konvex, so ist (G einfach zusammenhangend. Insbesondere sind
Rechtecke G = I x J einfach zusammenhangend.

Beispiele: (1) Trennung der Variablen (Wiederholung): v = f(z)g(y), wobei f : I — R
und ¢ : J — R stetig differenzierbar seien. Ist g(y) # 0 auf J, so fiithrt Division durch y

auf ,

Y
— f(x) =0.
9(y) )
Hier ist P(z,y) = —f(z) und Q(z,y) = @, sowie O,P = 0 = 0,Q auf G = I x J.
Somit ist die Differentialgleichung in G exakt. Ist A eine Stammfunktion von f und B eine
Stammfunktion von 1/g, so sind die Losungen implizit gegeben durch

B(y) — A(x) = const.

(2) (14 2zy)dx + 2*dy = 0. Hier ist P(z,y) = 1 + 22y, Q(x,y) = 2* und P, = 2z = Q,.
Also ist die Differentialgleichung in G = R? exakt. Eine Stammfunktion ist gegeben durch
F(z,y) = x + 2%y, also sind alle Losungen implizit gegeben durch

x+x2y:c,

wobei ¢ € R eine Konstante ist. Aufler den Losungen y(z) = 5 — % fiir 2 # 0 ist auch

z(y) = 0 eine Losung. .
(3) pdr— 5z dy=0.In R?\ {(0,0)} gilt P, = Q,. Die Differentialgleichung ist also
z.B. in G =R x (0,00) exakt. Bestimmung eines Potentials:

/ Y g — l/(d—$ - arctan(g) +¢(y)

z? + yJ) (@/y)?+1
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und

Q = Oy(arctan(z/y) + ¢(y)) = ATl P +¢'(y)

fithrt auf ¢'(y) = 0, also ¢(y) = 0. Ein Potential in G ist gegeben durch F(z,y) =
arctan(z/y).

Auch in G := R x (—o0,0) ist die Differentialgleichung exakt und F(z,y) = arctan(z/y)
ein Potential.

Definiert man
N arctan(x/y)  ,y >0

F(z,y) = /2 ,y=0,2>0 |
arctan(z/y) + 7 ,y <0

so ist F' ein Potential auf D = R2\ ((—o0,0] x {0}), also ist die Differentialgleichung in D
exakt. Hingegen hat F keine stetige Fortsetzung auf R?\ {(0,0)} und die Differentialgle-
ichung ist in R?\ {(0,0)} nicht exakt.

Bemerkung zur Auflésung von (3): Ist 9,F (zo,v0) = Q(xo, o) # 0, so lasst sich (3)
lokal nach y auflosen. Ist 0, F(zo,y0) = P(x0, y0) # 0, so lésst sich (3) lokal nach = auflésen
(siche Satz iiber implizit definierte Funktionen, 19.15 in HM II).

27.5 Integrierender Faktor (Eulerscher Multiplikator)

Wir betrachten
P(z,y)dr + Q(x,y) dy = 0, (1)

wobei P, () : G — R stetig differenzierbar sind und G einfach zusammenhangend ist.

Ist (1) nicht exakt, so kann man versuchen, (1) mit u(z,y) (wobei p # 0 auf G) so zu
multiplizieren, dass

@, y)Pe,y) de + p(e,y)Q(x, y) dy = 0 (2)
exakt ist. Ein solches u € C'(G) heifit integrierender Faktor oder Eulerscher Multiplikator.

Beispiel: p(z)q(y) dz+dy = 0 ist i.a. nicht exakt, aber durch Multiplikation mit u(x,y) =
1/q(y) erhélt man die exakte Differentialgleichung p(z) dz + (q(y)) "' dy = 0.

Bemerkung: Die Differentialgleichung (2) ist exakt genau dann, wenn gilt
pyP + pPy = p,Q + pQ,  in G. (3)
In Spezialfillen lésst sich (3) 16sen.

Beispiele: (a) p = pu(x) hiangt nur von x ab. Dann wird (3) zu

Py_Qx

—M.
Q

Qu

Dies kann man 16sen, falls P@’% = a(x) nur von = abhéngt.

pPy = p'Q+ pQ,, dhzu =
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So ist etwa

ydr +2xdy =0
wegen P, = 1 # 2 = (), nicht exakt, aber %Q”” = —1/(2x) héngt nur von x ab. Losung
von (4) ist hier p(x) = 1/4/z. Die Differentialgleichung

%derZ\/Edy:O

ist in G = (0,00) x R exakt, eine Stammfunktion ist gegeben durch F(z,y) = 2y+/z.
(b) i = p(y) hingt nur von y ab. Dann wird (3) zu

Qx_Py

WP+ pPy = pQp,  dhu ==

. (5)

Qz*Py
P

Dies kann man losen, falls = b(y) nur von y abhéngt.

Q”;Py = 1/y und Loésung von (5) ist dann p(y) = y. Die Differential-

Im Beispiel in (a) ist
gleichung
y* do + 2xy dy = 0

ist in G =R x (0,00) exakt, eine Stammfunktion ist gegeben durch F(z,y) = zy?.
Allgemeiner: 1 = p(p(z,y)). Dann ist

po = (P 0 @) und  py = (p'0 @),
und (3) wird zu

Q. — P, )
/ Y
pop=—F—=]poe. (6)
(SOyP_(PxQ
Qx_Py

Diese Differentialgleichung lasst sich losen, falls P o0 = h(e(z,y)) gilt.

Beispiel: (¢) ¢(z,y) = x+y und %’T—g’ = h(x+y) hingt nur von z+y ab (beim Vergleich
mit (6) beachte ¢, = 1, ¢, = 1). Dann 16st man

p(t) = h(t)p(t)
und setzt u(x,y) := p(x + y). Dies ist ein integrierender Faktor.

Als konkretes Beispiel betrachten wir

y(1+2x) de+z(l+y) dy=0.
N—— —_——
=P(z,y) =Q(z.y)

Diese Differentialgleichung ist wegen P, = 1+ x # 1 +y = (), nicht exakt. Es gilt hier

Qx_Py y—x
P—-Q y+ay—z—2xy (v+)

8
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fir h(t) = 1. Die zu losende Differentialgleichung (6) ist also p’ = p mit Losung p(t) = €.

Der Multiplikator ist u(x,y) = p(z +y) = €**¥ # 0. Die Differentialgleichung
y(1+z)e" Y dr +2(1 +y)e" ¥ dy =0

ist in R? exakt. Eine Stammfunktion ist F(z,y) = zye*™. Losungen sind also implizit
gegeben durch xye®™¥ = ¢, wobei ¢ € R eine Konstante ist.

27.6 Implizite Differentialgleichungen

Implizite Differentialgleichungen haben die Form

F(z,y,y') =0, (1)

wobei F' eine stetige Funktion von drei Variablen ist, definiert auf einer Menge G C R3.
Gesucht ist wieder eine C'-Funktion y = ¢(x), definiert auf einem Intervall I C R, die (1)
16st, dh dass fiir alle x € I gilt:

(2, 0(x),¢'(x)) € G und  F(z,¢(x),¢'(x)) = 0.

(a) Geraden als Losungen:
Ist I C R ein Intervall und sind a,b € R mit

F(z,ax +b,a) =0, z€l,
so ist p(x) = ax + b, x € I, eine Losung.

Beispiel Clairaut-Differentialgleichung y = xy' + ¢g(v/), wobei g : J — R:
Fiir jedes a € J ist hier
y=p(x)=ar+g(a), zeR,

eine Losung.
Beispiel d’Alembert-Gleichung y = 2 f(y') + g(v/), wobei f,g: J — R:
Hier ist
y=¢(r) =ar+ga), zeR,
eine Losung, falls f(a) = a gilt, dh falls @ ein Fixpunkt von f ist.

(b) Weitere Losungen erhilt man manchmal wie folgt:
Suche Funktionen (t), x(t) fiir t € I, wobei I C R ein Intervall ist, mit



(Hierbei ist t ein Parameter, der fiir die Ableitung ' steht und ¥ (t) = x, x(t) = y, was

wegen
_dy dy/dt X
Cdr dx/dt 9

zu (3) fithrt.) Setze dann x = ¥(t), y = x(t) fiir ¢t € I. Dies ist eine Parameterdarstellung
einer Losung von (1), falls ¢ # 0 auf I gilt (das bedeutet, dass man lokal ¢t = 1~ (x)
schreiben kann).

Denn wegen y(z) = x(v"'(x)) gilt dann

und wegen (2) ist y dann Losung von (1).
Beispiel d’Alembert-Gleichung y = 2 f(y') + ¢g(¥'): Hier ist etwa

F(z,yy) =2f) +9() —y
und somit
V(&) f(t) +g(t) = x(®), (2)
X(t) = t(t). (3)
Wir erhalten daraus

(1) 2 x(t) ) () + () f(t) + a(t)

und weiter die lineare Differentialgleichung (fiir 1)

YO(F(E) =) + () f (1) +4(t) =0 (4)
Hieraus bestimme man ¢ und anschlieBend y aus (2).

Spezialfall: Fiir die Clairaut-Differentialgleichung ist f(¢) = ¢, aus (4) folgt ¢ (t) =
—g(t) und weiter

z=1t)=—g), y=x(t)=—tg(t)+g(t).

Konkretes Beispiel einer d’Alembert-Gleichung: y = x(y')? + v/. Hier ist f(t) = 2
und g(t) = t.

Geraden: Die Fixpunktgleichung f(a) = a hat nur die Lésungen a = 0 und a = 1. Wegen
g(0) =0 und ¢(1) = 1 fithrt dies auf die Lésungen

y=px)=0 und y=¢(r)=x+1 mitzeR.
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Weitere Losungen: Gleichung (4) lautet hier
D) (% — 1) + 20ah(t) + 1 =0,

also fiir t ¢ {0,1}:
. 2 1
B+ ——(t) = ——.
D)+ bt =
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist hier
c

Y(t) = (=

Durch Variation der Konstanten erhalt man eine Losung der inhomogenen Gleichung:

1 (t—1)2 -1 1 t In |t|
o == [ = o | (R e e

Somit sind Losungen in Parameterform gegeben durch

00 = s e e 1= xO 2 Pe0 e g {0),

T

wobel ¢ € R eine Konstante ist.

(c) Implizite Differentialgleichungen zweiter Ordnung: Wir betrachten hier die
Differentialgleichung

Py, y',y") =0, (5)

wobei ® : G — R stetig ist und G C R®. Eine Ldsung ist eine C*-Funktion ¢ : I - R, Ende
wobei I C R ein Intervall ist, mit Woche 3

(o), ¢/ (2), (1)) € G und B(p(x), ' (2), " (2)) fir alle z € T,
Schritt 1: Berechne p(t) aus
O(L, p(t), p(t)p(t)) = 0. (6)
Man setzt also t = y und p = 1. Beachte dabei

¢=§£=§z@hﬂm
dv  dy dx ‘

Die Differentialgleichung (6) ist ein Problem der Form (1).
Schritt 2: Berechne y(z) aus

y'(x) = ply(x)) (Trennung der Variablen). (7)
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Beispiel: 3" = yy' + (v')? mit y(1) = 0 und %'(1) = —1. An den Anfangswerten sieht man
schon, dass man gleich (6) mit der Anfangsbedingung p(0) = —1 lésen muss.

(
In Schritt 1 ist ®(¢,p, 2) = tp + p* — 2, und man muss z = pp setzen. Die Gleichung (6)
wird zu

F(t,p,p) =tp+p* —pp=0.
Wir dividieren durch p und erhalten
F(t,p,p)=t+p—p=0

als Gleichung der Form (1). Die Anfangsbedingung ist p(0) = —1, also ist die Losung
p(t) = —1 — t. Somit lautet (7) hier

Y () =—-1—y(x)

Die Anfangsbedingung y(1) = 0 fiihrt auf die Losung y(x) = —1 + €2,

27.7 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Sei I C R ein Intervall und p, q, f : I — R stetige Funktionen. Wir betrachten die lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung

V' @)y +ql@)y = fx), zel, (1)
und erinnern zunéchst an die aus 17.5 (HM II) bekannten Tatsachen.

Satz: Ist o € [ und sind «, § € R, so hat das Anfangswertproblem
z/+ﬂ@y+ﬁ@y==f@)} 2)
y(wo) =,y (20) = B

genau eine Losung auf [.

Die allgemeine Losung von (1) erhdlt man durch Addition einer speziellen (partikuldren)
Losung der inhomogenen Gleichung (1) und der allgemeinen Losung der zugehorigen ho-
mogenen Gleichung

V' +p@@)y +alx)y=0, zel (3)
Bemerkung: Der Losungsraum der homogenen Gleichung (3)
Lo ={y: 1= R: ¢ +p(@)y +q(x)y =0}

ist ein reeller Vektorraum der Dimension 2.

Eine Basis von .4 heifit Fundamentalsystem fir (3) auf I. Ist y;, y» ein Fundamentalsystem,
dh eine Basis von %, so erhélt man jede Losung von (3) durch Linearkombination Ayy+puys
fiir geeignete A\, u € R.
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Wronski-Determinante: Sind y;,y, : I — R differenzierbare Funktionen, so heifit
() y2(x) )
w:l —R, wr):=det ,
w=ae (0} A

die Wronski-Determinante des Systems yq, ys.

Bemerkung: Sind y,y, € %, dh sind y;, y, Losungen von (3), so gilt fiir die Wronski-
Determinante w von ¥y, y:

und folglich )

w(z) = w(ze) e PP g,
fiir jedes zg € I. Also ist insbesondere entweder w(z) = 0 fiir alle x € I oder w(z) # 0
fiir alle x € 1.

Folgerung: y,y> € % bilden genau dann ein Fundamentalsystem von (3), wenn es ein
xo € I gibt mit w(xzg) # 0, wobei w die Wronski-Determinante von yy, 3o ist.

Beispiel 1): ¢y’ —(cos x)y’ + (sin x)y = sin 2: Hier 16st yp(x) = 1 die inhomogene Gleichung.
Die homogene Gleichung
y" — (cosz)y’ + (sinx)y =0

sinz

hat y;(z) = e™* als Losung.

Wie erhalt man eine von y; linear unabhangige Losung y, der homogenen Gleichung?

Reduktion der Ordnung (Verfahren von d’Alembert): Sei y; # 0 eine Losung von
(3) auf I. Der Ansatz ys(x) = v(z)y;(x) fiir eine Losung von (1) fithrt auf

b (W) )
“‘“’<mw>+p<0 (@) @

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir v, die sich 16sen lésst. Jede Losung y von (1)
hat die Gestalt y = vy;, wobei v Lésung von (4) ist.

Insbesondere fiithrt fir f = 0 eine Losung v von (4) mit v' # 0 auf eine von y; linear
unabhéngige Losung y, von (3), so dass yi, y2 dann ein Fundamentalsystem von (3) bilden.

Fortsetzung des Beispiels 1): Die Gleichung (4) (mit f = 0) lautet hier

s, [ 2cosze®
v+ | ————— —cosz | =0,

sin
esinz

N

N~
=COos T

dh v'(z) = ce "% und v(z) = ¢ [ e 5% dz + d, also etwa (mit festem zo € R)

yg(ZL’) — esinz/ e—sintdt

o
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als zweite Losung der homogenen Gleichung im Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung
der urspriinglichen Differentialgleichung ist dann gegeben durch

ylx) =1+ e 4 02651”/ e Smtdt  xeR,

0

wobei ¢y, co € R Konstanten sind.
Beispiel 2): y” + (1 — 2%)y = 0. Setzt man y = e9(*) an, so erhilt man
y' = ("0 (@) = ¢"e" + ()2 = (¢" + (),
dh ¢ + (¢')? = 22 — 1 mit Losung g(z) = —22/2. Somit ist y1(z) = e~**/2 eine Losung auf

R.
Gleichung (4) lautet hier
— e /2
V' 4+ (—xi + 0) =0,
e—%?/2

~
=—2z

dh v/(z) = ce”*, und die allgemeine Losung lautet (mit festem zo € R) somit:

y(z) = cre ™/ 4 CQe_mz/Q/ e’ dt,x € R,

0
wobei ¢, co € R Konstanten sind.
27.8 Die Eulersche Differentialgleichung
Sei n € N mit n > 2 und seien a,_1, ..., a1,a9 € R. Eine Differentialgleichung der Form

2"y + a2y Y £ aay + agy =0 (1)

heilt Eulersche Differentialgleichung. Da mit y(z) auch y(—x) eine Losung ist, kann man
sich auf x > 0 beschranken und substituiert

Wegen
du / dzu / "2 dSU / "2 "3
P Fzym—l—yx, %Zymﬁ—?ﬁyx +y"x>  ete.
fiihrt dies auf eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten fiir u:
d"u d" tu du
— 4+ by 1——+ ...+ by— + byu =0, 2
T + L1 + + i + bou (2)

welche wie in 17.6 (HM II) zu gelost werden kann.

14
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Der Ansatz u = e fiir eine Lésung von (2) entspricht dabei dem Ansatz y = 2 fiir eine
Losung von (1).
Beispiele: 1) z%y” — 3zy’ + Ty = 0. Die beschriebene Substitution u(t) = y(e') fiihrt auf

d*u du
— —4— =0.
72 7 +7u =20

Das charakteristische Polynom A% — 4\ + 7 hat die Nullstellen A = 2+ iv/3. Aus den beiden
linear unabhangigen Losungen

uy(t) = e*sin(V3t), us(t) = * cos(vV/3t)
erhélt man als Fundamentalsystem der urspriinglichen Gleichung:

yi(x) = 22sin(v3Inz), ya(x) = 22cos(v3lnz), z>0.

2) 2%y” — 3zy’ + 4y = 0. Die beschriebene Substitution fithrt auf Pu _ 4?1—7; + 4u = 0 mit

at?

scharakteristischem Polynom A? — 4\ + 4 = (A — 2)%. Hier ist A = 2 doppelte Nullstelle,
und wir erhalten als Fundamentalsystem

yi(z) = 2%, yp(z) =2°Inz, x> 0.

27.9 Potenzreihenansatz

Fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

y' +p(@)y +a(x)y =0
mit Koeffizienten p(x) = > 72 pja? und q(x) = Y- g;a’, die fiir [x| < R konvergieren,

fuhrt ein Potenzreihenansatz -

y(x) => ¢!

=0
und Koeffizientenvergleich auf (lineare) Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten ¢;. Die
Potenzreihe fiir y konvergiert dann auch fiir |x| < R (ohne Beweis).

Beispiel: iy’ — 2%y = 0. Der Ansatz y(x) = Z?io c;x? fithrt auf
v y(r) = cor’ + e + et ..., Y(2)=2-1-c+3-2 3w +4-3-cer ...
Hier sind ¢y, ¢; frei wéhlbar (beachte co = y(0), ¢; = ¥/(0)), und wir erhalten:
2:1-c0=0,3-2-c3=0,4-3-c4=cg, 5-4-c5 =0, etc.

Also ist ¢o = ¢3 = 0 und

C = Cr
Tk + 4)(k + 3)

fiir k=0,1,2,...

15



Die Losung y von y” — x?y = 0 mit y(0) = 0, 3/(0) = 1 ist also

25 29 213
V) = R 54 13120854

denn die Anfangsbedingungen ¢y = 0, ¢; = 1, fithren zu ¢y = s = ... = 0 und ¢ = 5—2,

Cy = m, etc.

Bemerkung: Allgemeiner kann man einen Potenzreihenansatz natiirlich auch fiir inhomo-
gene Gleichungen

y' +p()y +q(x)y = f(x)

durchfithren, wenn p(x),q(z), f(z) auf || < R durch konvergente Potenzreihen gegeben
sind.

27.10 Abgewandelter Potenzreihenansatz
In Verallgemeinerung der Eulerschen Differentialgleichung in 27.8 betrachten wir

2y + ap(2)y + q(z)y =0, (1)

wobei p(x) = > 72 pja’ und q(z) = Y772 ¢;a7 fiir [¢| < R konvergente Potenzreihen seien
(wir betrachten wie vorher auch nur p;, ¢; € R). Hier macht man den Ansatz

y(.fl?) =z’ Z Ck-rkv
k=0
wobei die Koeffizienten ¢; und p zu berechnen sind. Es ist

cr(k 4 p)(k =1+ p)z**?,

Pj$j> <§: ¢i(j + p)$j+p>

J=0

NE

Yy =

B
Il

0

8

S

—~

O

Q\

I

VRS

.
ngL

k+p
)

“-

Il
=)

Il
1M

(

pr—jci(J + P))x
J

qjl’j> ( > CﬂHp)
=0
k
( ) qkfjcj) ™.
=0

Koeffizientenvergleich fiir £ = 0 fithrt auf

NE

q(v)y = (

J

Il
o

WK

e
Il

0

(p(p—1) + pop + qo)co = 0,

16



und die determinierende Gleichung

plp—1)+pop+ gy =0. (2)
:}r(p)

fiir p. Flir £ =1,2,3, ... erhalten wir

k-1
((p+kE)(p+k—=1)+polp+Fk)+qo)cr = (Pr—j(p +7) + ar—j)c; (3)
— [ (p+E) §=0

als rekursive Gleichung fiir die Koeffizienten.

Satz: Es gelte
f(p)=(p—p1)(p—p2) mit p; > po, falls beide reell sind

(p1, p2 sind die Nullstellen der determinierenden Gleichung).
Falls p1, p2 € R, so gibt es fiir 0 < |z| < R ein Fundamentalsystem von (1) der Gestalt

= |z|™ chx = Aln|z|y (x) + |x| dexk,
k=0
mit A € {0,1}, wobei
A=0,¢c0#0,dy #0 ,falls p1 — pa & Ny
A=1,¢#0,dy =0 ,falls py = po

Ae {0,1},C0 # O,do # 0 ,falls p1— P2 € N.
Falls p; ¢ R ist, so ist ps = p1 und es gibt ein Fundamentalsystem von (1) der Gestalt

yi(x) = Re ([z]"'v1(2)),  go(z) = Im (|2 vi ()
mit vy () als fiir |z| < R konvergenter Potenzreihe und v;(0) # 0.
[Wir verweisen auf — Heuser: Gew6hnliche Differentialgleichungen, Abschnitt 27.]

Bemerkung: Fiir den Fall komplexer Exponenten p = o + i7 mit 0,7 € R beachte man
im Vergleich mit 27.8, dass fiir x > 0 gilt:

pf = PNt = 7T — 40 (cog(TIng) + isin(rInw)) = 27 cos(7 In x) + iz sin(7 In ).

Beispiel: 22y" + xy’ + (2* - 1)y = 0 (Besselsche Differentialgleichung der Ordnung 1/2).
Der Ansatz y(r) = > 77 c;a’" fiihrt auf

1 1 > ‘ 1 ,
('02 B Z) coz’ + ((P +1)° - Z) art ) (<(P +7)° = z_l) ¢+ Cjz) 2t = 0.

Jj=2
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Koeffizientenvergleich liefert die determinierende Gleichung

1 .
o 1= 0 mit Nullstellen p; = %, p2 = —%
und . .
(orvr=)a=0 (6rir-1)o=-gaiz2
Fiir p; = 3 erhalten wir ¢; =¢3 =¢; =... =0 und
Cj—2 .
C; = —— , 7=2,4,6,...,
TG+
also B}
Cok—2 B (—1)"co

Cop = k=1,2,3,...

C2%k(2k+1) (2k+ 1)V
Mit ¢y = 1 ist schlieSlich

()_ 1/2§: <_1)k 2k 1 io: (_1)k 2k+1 __ l . >0
E=a Ck+ 0" Tl gpryt C VeTmh o

k=0 k=0

Wir sind im Fall p; — p2 =1 € N des Satzes und der Ansatz
yo(a) =72y " dja?
=0

fithrt auf d&hnliche Weise wie oben zu y,(z) = \/% cos z. Hier hat man also A = 0.

Bemerkung: Der allgemeinere Fall

r(z)y" + zp(z)y + q(z)y =0

mit p(x), ¢(x) wie oben und r(x) = 2 rja’ und ro # 0 (!) ldsst sich durch Multiplikation

mit ﬁ auf (1) zuriickfithren. Auch

(z = 20)"" + (z — zo)P(2)y’ + qlz)y =0

mit fir |z — zo| < R konvergenten Potenzreihen p(x) und g(z) fithrt durch Translation auf
(1). Ende
Woche 6

18



28 Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

28.1 Das Problem

Sei D C RxR" offen, F': D — R” stetig. Wir schreiben Punkte aus D als (z,y) mit z € R
und ¥ = (y1, Y2, - - -, Yn) € R” und betrachten

y'=F(z,y) (1)

Eine Lésung von (1) ist eine stetig differenzierbare Funktion i : I — R", wobei I C R ein
Intervall ist, mit

(z,y(z)) € D ygfx = F(z,y1(z),y2(2), ..., ya(w)) fiir alle z € 1.
v (2)
yé(fﬂ)
Wir erinnern dabei an §'(z) = %y(m) = y2€x)
e

Entsprechend betrachten wir Anfangswertprobleme, wobei man fiir gegebene (zo, %) € D
Losungen ¢ : I — R™ von (1) mit der Bedingung xy € I und 4(zo) = %o sucht.

Beispiele: 1) Das Lotka-Volterrasche Rauber-Beute-Modell

v = au— PBuv

"= —yu+duww

mit a, 3,7,0 > 0 beschreibt das Wachstum einer Rauberpopulation v (z.B. Fiichse), die
sich von einer Beutepopulation u (z.B. Hasen) erndhrt: ohne Réuber vermehrt sich u ex-
ponentiell, wahrend v ohne Beute exponentiell ausstirbt. Begegnungen von Rauber und
Beute (proportional zum Produkt wv) fiihren zu Wachstum bei v und zur Abnahme bei .
Setzt man g := (f:), also y; = u und y = v, so erhélt man (1) fiir

—ay1 — Byiye
F(x,y, = :
(@ 31,%2) (—wz+5y1yz>

2) Man kann explizite Differentialgleichungen héherer Ordnung in ein System von Differ-
entialgleichungen erster Ordnung der Form (1) umschreiben. Sei etwa I = [0, 7] und seien
p,q, f : I — R stetig. Das Anfangswertproblem

Y+ @)y +qlx)y = flx), xel
y(0)=a, Y(0) = 3 } (2)
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ist via u := gy, v := 3/ dquivalent zum Anfangswertproblem

o= v : u(0) = «
0 2 e d@uts@ 0 = 6 ) 3)

v

—a(z)v — b(x)u+ f(z)

(O s ()o-()

28.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof

Setzt man F(z,u,v) := ( ), so ist F': I x R? — R? stetig, und

(3) ist dquivalent zu

Seien D und F wie in 28.1, sowie (xo, %) € D. Sei F' bzgl. der Variablen y1, 9o, ..., ¥y, in
D stetig partiell differenzierbar. Dann ist das Anfangswertproblem

=/

y' = Fz,9)
y(xo) = o } (AWP)

eindeutig losbar, dh
(1) Es gibt eine Losung 3 : I — R™ von (AWP).

(#7) Sind ¢ : I, — R™, 2': I — R™ Losungen von (AWP), so stimmen ¢ und 2
auf I; N I, Uberein.

Zusatz: Es gibt eine eindeutige Losung y : . — R™ mit mazimalem Existenzintervall
@yax- Diese mazimale Losung verlauft “von Rand zu Rand”, was im Falle D = [zg,a) x R™
bedeutet, dass sup Iymax = a (globale Existenz) oder lim,_sup 1, [|7(2)|| = oo (Blow-up in
endlicher Zeit).

Beispiele: 1) Das Lotka-Volterrasche Réuber-Beute-Modell hat fiir alle Anfangswerte

(ZES?) € R? eine lokal existierende, eindeutige Losung (ZE;:;) Man kann zeigen, dass fir

u(0),v(0) > 0 die Losung global existiert und u(z),v(z) > 0 fir alle z > 0 gilt.

2) Die Differentialgleichung zweiter Ordnung (2) in 28.1 hat fiir alle a,, 3 € R eine lokal
existierende, eindeutige Losung y(z). Diese Losung existiert auf ganz [0, T.

3) Das Anfangswertproblem 3 = \/|y|, ¥(0) = 0 ist nicht eindeutig lésbar. Hier ist n = 1
und F(y) = +/|y| ist in 0 nicht differenzierbar.

28.3 Bemerkungen zum Beweis (im wesentlichen fiir n = 1):

Schritt 1: Ist 4 : [ — R" eine Funktion, so gilt

Y ist stetig differenzierbar und Lésung von (AWP)
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genau dann, wenn ¥ stetig ist und
fa) =g+ [ Fg)d ael (FP)
xo

Diese Gleichung ist eine Fizpunktgleichung, zu deren Losung man Fizpunktsdtze verwenden
kann (s.u.).

Schritt 2: Fiir jedes beschrankte, abgeschlossene Rechteck I x J C D gibt es eine Kon-
stante L > 0 so, dass
|F(z,y) — F(z,y)| < Lly —y|, firalexzel, y,yecJ.

(Man sagt, dass F' lokal einer Lipschitzbedingung bzgl. der zweiten Komponente geniigt).
Schritt 3 (Eindeutigkeit): Wir betrachten I = [0, a], J = [—b, b] und erinnern an das

Gronwall-Lemma (17.9): Sei h : I — R eine stetige Funktion. Es gebe & > 0 und g € R
mit

h(x)ﬁﬁ—i—a/xh(t)dt, r el
0

Dann gilt h(z) < e fiir alle x € I.

Seien nun y, z : I — R Loésungen von (FP). Das Lemma wird angewendet auf die stetige

Funktion h(z) = |y(z) — z(x)|. Wir haben

0<h(z) =

/0 CP(ty(t) - F(t,2() di
< / VR (. y(t) — F(t, 2(0)] de

< L[ -]
’ (t)
=h(t

also # =0 und a = L, und erhalten h < 0 auf .

Schritt 4: Die in Schritt 3 gezeigte Abschatzung ermoglicht die Anwendung des folgenden
Satzes zur Losung der Fixpunktgleichung (FP).

28.4 Banachscher Fixpunktsatz: Sei B # () eine abgeschlossene Teilmenge eines Ba-
nachraumes, dh eines normierten Raumes (X, ||-||), in dem jede absolut konvergente Reihe
konvergiert. Seien T': B — B und 0 < a < 1 so, dass

|T(x) —T(z)|| < a|lz—2| firalez,zeB (1)

gilt. Dann hat T genau einen Fixpunkt x* € B, und fiir jedes xy € B konvergiert die durch
x =T (xr_1), k € N, rekursiv definierte Folge () gegen x*.
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Bemerkung: Der Satz gibt Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes. Dieser Fix-

punkt kann durch Fizpunktiteration gefunden werden. Einfache Beispiele fiir Banachraume
X sind X =R oder X = R"™.

Anwendung: Zur Losung von (FP) betrachten wir X := 0, a] mit der Supremumsnorm
lg]| :=sup{|g(z)| : € [0, a]} und definieren

(Tg)(x) = yo + / Pt () dt, xe0.a]

Die in 28.3 Schritt 3 gezeigte Abschatzung zeigt

(Tg)(z) — (Tg)(z)| < L/Ox l9(t) — g(t)|dt < Lx|lg —gll, = €0,al,

also
1T(g) —T(9)| < Lallg — |-

Fiir La < 1 kann man den Satz anwenden, wenn B geeignet gew#hlt wird (man hat ja
diese Abschétzung nur fir g, g mit ||g|, [|g|| < b).

Beispiel (zur Fixpunktiteration): Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

auf [ = [0, oo) mit Anfa.pgswert (Z%g;) = (g) Die Iteration beginnen wir mit (Zg)(x) = ().
Man zeigt leicht, dass fiir £ > 1 gilt:

Uy, e 3 a :L‘_2 3 x_3 (a)ﬁ .k gerade
(Uk:)(x> B (5) - (Oz)x+ <ﬁ) 2 + <a> 3! +'”+{ (g)% .k ungerade

«

Der Grenzwert limy_,o0 (Z:) (x) existiert fiir jedes x und ist gleich

u (2) acoshz + Bsinhx
x) = :

v B coshx + asinhx

Das ist auch die Losung des Differentialgleichungssystems. Ende
Woche 7
Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes. Eindeutigkeit: Sind x*,* € B Fixpunkte
von 7', so folgt wegen (2):
[ =2 = T (") = T(@)| < aflz” — 77,

Wegen 0 < o < 1ist also ||z* — z*|| = 0, dh a* = z*.
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Existenz: Sei o € B und (zy) die zugehorige Iterationsfolge. Dann gilt fiir jedes n € N

n—1
Tp = To + Z(karl - $k)7 (2)
k=0

und fiir jedes k& € N gilt nach (2):
ks = @ll = 1T (2x) = T(ae-a)|| < aflae — wpall < ... < ooy — o,

Wegen a € [0,1) gilt somit Y57 [lzrs1 — zxl| < = |lz1 — @o]| < co. Nach Voraussetzung
konvergiert die Reihe, und nach (2) konvergiert dann auch die Folge (z,,) gegen ein x*. Da
T nach (2) stetig ist, folgt

T(z*)=T(imz,) =limT(z,) = limz,,; =z,
dh x* ist Fixpunkt von T

Weitere Anwendung (Taschenrechner): X := R, B := [cos 1, 1], T(x) = cosz. Es gilt
T : B — B und nach Hauptsatz

T(x) — T(®)| = | cos(x) — cos(F)| < gin|e 7]

fir alle z,7 € B. Also besitzt T = cos genau einen Fixpunkt in B, den man als Grenzw-
ert einer Fixpunktiteration erhélt (mit beliebigem Startwert in B). Man kann sogar mit
beliebigem zy € [0, 7/2] starten, da cos?([0,7/2]) = [cos 1, 1] ist.

28.5 Existenzsatz von Peano

Seien D und F' wie in 28.1 und sei (xg, ) € D. Dann hat das Anfangswertproblem (AWP)
eine Losung, und es gibt eine maximale (dh auf kein groBleres Intervall fortsetzbare) Losung
¥ : Inax — R™ von (AWP), die “von Rand zu Rand verlauft”.

Bemerkung: Losungen des Anfangswertproblems (AWP) sind unter diesen Vorausset-
zungen i.a. nicht eindeutig. Insbesondere miissen auch die Existenzintervalle maximaler
Losungen zum selben Anfangswert nicht tibereinstimmen.

Zusatz/Nachtrag zu 28.2 und 28.5: Ist D = [ x R™ und gibt es C' > 0 mit
[ F(z, 9| < CA+|g]) fiir alle § € R™,

so existieren die maximalen Losungen auf [.
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29 Lineare Differentialgleichungssysteme

Wir bezeichnen hier die unabhangige Variable nicht mit x, sondern mit .

29.1 Lineare Systeme mit variablen Koeffizienten

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen: Sei I C R ein Intervall und seien b: I —
R™ und A : I — R™" stetig (letzteres bedeutet, dass in der Darstellung A(t) = (a;1(t))}
alle Funktionen a;j, : I — R stetig sind). Ist ¢, € I, so hat das Anfangswertproblem

—

g/ = A(t)?j"f’ b(t)7 tel, (1)
ylto) = o
fiir jedes 1y € R™ eine eindeutige Losung 5 I — R".
Beweis: Wende Satz 28.2 (und Nachtrag!) an auf D = I x R und F(t,§) = A(t)§ + b(t)
und beachte (%F(t, ¥) = A(t).
Struktur der Losungen: Fiir Losungen des inhomogenen Differentialgleichungssystems
7' = AT+ b(t), tel (2)
gelten die uns schon von anderen linearen Differentialgleichungen vertrauten Eigenschaften:

Die allgemeine Losung von (2) erhdlt man durch Addition einer speziellen (partikuldren)
Losung des inhomogenen Systems (2) und der allgemeinen Losung des zugehorigen ho-
mogenen Systems

v =Alt)y, tel. (3)

Bemerkung: Der Losungsraum des homogenen Systems (3)
Lo ={y: I ->R": ¢ =Alt)y, t eI}
ist ein reeller Vektorraum der Dimension n.

Eine Basis qgl, gz%, ceey (En von %, heiit Fundamentalsystem fir (3) auf I. Ist gz_S’l, e gz_S)n ein
Fundamentalsystem, dh eine Basis von %, so erhélt man jede Losung von (3) durch eine
Linearkombination

c1o1 + a2 + ...+t

fiir geeignete ¢, co,...,c, € R.
Wronski-Determinante: Fiir gz_gl, (52, . ,ggn € % heifit

| | |
w:l —R, w(t):=det $1|(t) gz%(t) qbnl(t) ,

die Wronski-Determinante des Systems 51, (EQ, cee (En Es sind aquivalent:
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e die Funktionen (51, 52, ey (En bilden ein Fundamentalsystem:;
e esist w(t) # 0 fiir alle t € I;
e es ist w(ty) # 0 fiir ein ¢y € 1.

Bilden ¢, és, . . ., &, ein Fundamentalsystem von (3), so bezeichnen wir auch

— —

®(t) = 51|(75) ¢2|(t) ¢n|(t) , tel

als Fundamentalsystem. Beachte, dass ®(t) fiir jedes ¢ € [ invertierbar ist (wegen det ®(¢) =
w(t) # 0 fir t € I). AuBerdem gilt

und fiir €= (¢, ¢a,...,¢,) € R™ ist

— —

Cdi(t) + e2a(t) + ..o+ cadn(t) = [ G1(t) Ga(t) ... Gult) | =om)E tel,
| | | Cn

dh man erhélt alle Lésungen von (3) durch Multiplikation der Funktion ®(¢) mit festen
Vektoren ¢ € R™.

Variation der Konstanten: Ist ®(¢) ein Fundamentalsystem fiir (3) auf 7, so macht man
fiir eine Losung ¢/(t) von (2) den Ansatz

und erhalt

also

O(t)E'(t) =b(t) baw. &'(t) = ()" b(t).

=/
C
Die eindeutige Losung von (1) ist dann gegeben durch
t —
mw:¢@wm4%+wﬂ/¢ﬁrwﬂm,teL
to
Man vergleiche dies mit der Formel aus 27.1.

Bemerkung: Die Aussagen gelten entsprechend, wenn A : I — C™" und b:1— Cr
stetig sind. In diesem Fall gilt der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir 3, € C", und der
Losungsraum .4, des homogenen Systems ist ein komplexer Vektorraum der Dimension n.
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29.2 Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten das homogene System
j'=Ay, teR, (1)

wobei A € C™" und wollen ein Fundamentalsystem bestimmen.

Grundlegende Beobachtung: Ist A € C ein Eigenwert von A und v € C” ein zugehoriger
Eigenvektor, so ist durch .
o(t) = eMT, teR,

eine Losung von (1) gegeben. Ende

Woche 8
Folgerung: Gibt es eine Basis oy, vs,...,7, des C" aus Eigenvektoren von A mit
zugehorigen Eigenwerten Ay, Ao, ..., \,, so ist durch

G;(t) :=eN'T;, teR, j=1,2,...,n,
ein Fundamentalsystem qgl, ggg, . ,gz;n von (1) gegeben.

Bemerkung (Erinnerung): Es gibt genau dann eine Basis aus Eigenvektoren von A, wenn
A diagonalisierbar ist, dh genau dann, wenn fiir jeden Eigenwert algebraische und geo-
metrische Vielfachheit iibereinstimmen.

Das ist z.B. immer der Fall, wenn A n verschiedene Eigenwerte A{, Ao, ..., A\, hat.

Beispiel: Wir betrachten die Matrix

2 11
A= 1 2 1
11 2
Es gilt
det (A —\I) =
Ein Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist gegeben durch ( , und der Eigenraum zum
Eigenwert 1 wird aufgespannt von den Vektoren ) . Ein Fundamen-
talsystem von (1) ist also gegeben durch
1 1 0
pit)=e | 1], t)=c¢| =1 |, os3(t) =¢ 1
1 0 -1
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Reelle Matrizen mit nicht-reellen Eigenwerten: Sei A € R™*" komplex diagonal-
isierbar und A € C \ R ein Eigenwert mit zugehoérigem Eigenvektor 7 € C™ \ R™. Dann
ist auch \ Eigenwert von A mit Eigenvektor 7. Die linear unabhéngigen komplexwertigen
Losungen e und eMd im Fundamentalsystem ersetze man durch die linear unabhéngigen

reellwertigen Losungen
Re (M), Im (eMd).

A:<_01 é)

det (A= X)) =X +1=A\—4)(A+1).

Beispiel: Wir betrachten
Es gilt

1
+i

1. et = 1 (cost +isint) = CO.St +i smit )
7 ) —sint cost

Ein reelles Fundamentalsystem von (1) ist also gegeben durch
e cost - sint
o= (at) aw- (0.

29.3 Fundamentalsysteme fiir nicht-diagonalisierbare Matrizen

Ein Eigenvektor zum Eigenwert 4 ist gegeben durch ( ), und es gilt

Wir betrachten weiter das homogene System
y'=Ay, teR, (H)

wobei A € C™" nicht diagonalisierbar ist.

Man fiihre das folgende Verfahren fiir jeden Eigenwert von A durch:

Sei A\g € C ein Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit m (dh Ag ist
m-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(\) = det (A — AI)).

Man bestimme eine Basis v, 0, . . . , U, des Hauptraumes von A zum Eigenwert
Ao, dh eine Basis von Kern (A — X\gI)™ (selbst wenn der Eigenraum Kern (A —
Al) von A zum Eigenwert A eine Dimension < m hat, hat der entsprechende
Hauptraum immer die Dimension m). Dazu bestimme man zunéchst eine Basis
von Kern (A — \oI), erweitere diese zu einer Basis von Kern (A — \gI)? usw.
ZweckméBigerweise bestimmt man dabei in jedem Schritt Vektoren « mit

(A= Nl = 7,
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wobei ¢ aus dem Spann der bisher gefundenen Vektoren ist (und ¢ = 0 im
ersten Schritt).

Dann sind (51, 52, ey ggm, gegeben durch

= t2 tmfl

¢ () = (v + (A — NI )V + g(A —Xol)?T+ ...+ m(A — N )™

fir 7 =1,2,...,m, linear unabhéngige Losungen von (H).
Falls A € R™™™ ist, beachte man folgendes:

Ist in der obigen Situation \g € R, so bestimmt man eine reelle Basis
U1, U, ..., U, € R™ des Hauptraumes und erhélt so reellwertige Funktionen

¢1a¢27"'7¢m'

Ist Ay € C\R, so ist auch )\, ein Eigenwert der algebraischen Vielfachheit m. In
diesem Fall erhdlt man 2m linear unabhéngige reellwertige Losungen von (H)
durch

Re(gl, Re¢72, cee Re&m, Imqgl, Im¢?2, cee Im&m.

Der Eigenwert Ao wird in dem Verfahren dann nicht mehr beriicksichtigt!

Beispiel: Sei

0 1 -1

A=| -2 3 -1

-1 1 1

0
Es gilt det (A — A[) = —(A—1)?(A —2) und | 1 | ist Eigenvektor zum Eigenwert 2.

1

Weiter gilt

-1 1 -1 1 1 0
Kern(A-I)=Kem | -2 2 —1 | =lin{[ 1 |}, Kem(A-I)>=1in{| 1 |,| 0
-1 1 0 0 0 -1

Also ist ein Fundamentalsystem gegeben durch

0 1 B 0 1
¢1(t) - 1 €2t7 ) ¢2 (t) - 1 et7 ) ¢3 (t) - [ 0 +1 1 et
1 0 -1 0

29.4 Asymptotisches Verhalten

Sei A € C™*". Wir interessieren uns fiir das Verhalten von Lésungen von (H) fiir ¢ — oo.
Aus der Gestalt der Funktionen im Fundamentalsystem aus 29.3 erhalten wir den
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Satz: (1) Alle Losungen von (H) konvergieren gegen Null fiir ¢ — oo genau dann, wenn
Re A\ < 0 fiir jeden Eigenwert A von A gilt.

(2) Alle Losungen von (H) bleiben fiir ¢ — oo beschrankt genau dann, wenn Re A < 0 fiir
alle Eigenwerte A\ von A gilt und wenn fiir jeden Eigenwert A mit Re A = 0 geometrische
und algebraische Vielfachheit iibereinstimmen.

29.5 Die Matrixexponentialfunktion
Sei A € C™*". Fiir jedes t € R definiert man

o tlAl
exp(tA) == e = T
=0
Die Reihe konvergiert dabei in dem Sinne, dass fiir jedes (j, k) der Eintrag der Matrix
N, % an der Stelle (j, k) konvergiert.
[Zum Beweis bestimme man C' > 0 so, dass ||AZ|| < C||Z|| fir alle & € R™ gilt (das gilt

1/2
z.B. fir C = <Z;‘7k:1 |ajk|2> ). Dann ist ||A'Z]| < C)|Z|| fiir alle [ € Ny und

= |tAlF = [t]'C!||Z]| L
ZH Il HSZ 7 = <Ml < oo,
(=0 (=0

so dass die Reihe > %, ¢ ’14, L

Eigenschaften: Seien A, B € C"*".
(1) Ist AB = BA, so gilt

fiir jedes © € C™ in C™ absolut konvergiert.|

€A+B — GAGB.

Beweis wie beim Cauchyprodukt, wobei man beachtet, dass (wegen AB = BA!) gilt

l
(A + B)! Z( )AJBZ i leN,.

7=0
(2) Die Matrix e/ ist invertierbar mit (e4)™! = ¢4,
(3) Fiir alle s,t € R gilt e(sT)4 = gs4et4,

(4) Fiir jedes 370 € C™ definiert qb(t) .= e!4jy eine Losung des homogenen Systems (H) mit
Anfangswert gb( ) = yo. Mit anderen Worten:

et ist dasjenige Fundamentalsystem ®(¢) von (H) mit ®(0) = I.

Bemerkung: Sind v € C", A € C und m € N so, dass (A — \I)™7 = 0 gilt, so haben wir

—_

S t
PG — MHA-N) 5 _ Xt

3

k

(A MDFG, t e R,

i
o
=



womit klar ist, dass die in 29.3 angegebenen ggj Lésungen von (H) sind. Ende

Woche 9
0 w

Beispiele: 1) A = ( w0

): Es gilt A2 = —w?I, also fiir k € N:

A2k+1 — (—1)kw2kA, A2k: — (—1)ku}2k1.

Somit ist fiir jedes t € R:

o) —1)k 00 —1)k .
otA — ( ko ((Qk;! (wt)** 2 ko (§k+)1)!(wt)2k+1 ) _ ( cos(wt)  sin(wt) )

o —1* o) —1)k oo
— > heo %(wﬁ)%“ S %(wt)% sin(wt) cos(wt)
Beachte ¢°4 = I und

Gy - (ol weolet) Y _yan

dt —wcos(wt) —wsin(wt
A1 0 0
0
2)J=1| : o | € C"". Es gilt
: A1
0 0 A
0 1 O 0
0
J=A+] : 0o | =AM+ N.
0 1
0 -+ -+ 0
Wegen (AI)N = N(AI) ist also
ot — M GtN M N
Nun hat N* fiir k = 1,...,n — 1 auf der k-ten Nebendiagonalen Einsen und sonst Nullen,
und N* ist die Nullmatrix fiir £ > n. Somit ist
2 n—1
Lt t? (2_1)1
0 ' :
6tJ — e)\t . 2
2
1 t
0 0 1
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3) Zu jeder Matrix A € C™*" gibt es eine regulire Matrix S so, dass S™'AS die folgende
Blockmatrix-Struktur (Jordan-Normalform, siche HM II, 16.9) hat

J 0 --- 0
stas=| " ],
R (|
0 -~ 0 J
wobei jedes J;, j =1...,l, die Form wie in Beispiel 2) hat (mit A; statt A und Dimension
n; statt n, wobei ny 4+ ...+ n; = n). Man erhélt dann
tJi 0 --- 0
0 . .
tJ .« ..
: .0 e 0 0
etA _ SG 0 ce 0 tJl S—l — S 0 S—l
: .0
O PPN 0 etJl

wobei die Matrizen e'/i € C"*" in Beispiel 2) berechnet wurden.
Man sieht hier deutlich, woher die polynomialen Anteile in den Fundamentalsystemen aus
29.3 kommen, namlich von den Einsen auf der Nebendiagonalen in den Jordanblocken J;.

Variation der Konstanten: Ist I C R ein Intervall, A € C"*" t, € I, b:I—Cn stetig
und 7o € C", so ist die eindeutige Losung von

7 =Aj+b(), tel,
mit i(to) = o gegeben durch

¢
g(t) = et Ag +/ A dr, tel.

to

Bemerkung: Wir betrachten diese Formel fiir I = [0, 00) und ¢y = 0. Dann ist der zweite
Term die Faltung der matrixwertigen Funktion ¢ — e*4 mit der vektorwertigen Funktion
b. Nehmen wir weiter an, dass die Komponenten von b Laplace-transformierbar sind, so
ergibt sich fiir s € C mit geniigend groflem Realteil

LG} (s) = LL " (s)io + L (e Hs)-L{b(E)}(s)

und

k=0

00 k -1
_ 1 (é) zl(j_é) = (sI — A)7".
S S S S
k=0

tA OO —st tA OO —st = tkAk = - —st tk k
ZL{e}(s) = e et dt = e Tdtzz e Hth
0 0 =0 J0

—g— (k1)



Die matrixwertige Funktion s +— (sI — A)™! heiBt Resolvente von A, sie existiert fiir
s € C\ {Ewe von A} und ist holomorph (— HM II bzw. KAI) in dem Sinne, dass jeder
Matrixeintrag eine holomorphe Funktion von s ist. Die obigen Rechnungen stimmen jeden-
falls formal, konnen fiir Re s grof§ aber auch mathematisch exakt begriindet werden. Fiir
die Laplacetransformierte der Losung erhalten wir so z.B.

LG} (s) = (sT = A) gy + (s] = A) 'L {b(t)}(s),

was die Bedeutung der Resolvente bei der Losung linearer Systeme unterstreicht.
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Partielle Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung, welche Ableitungen einer gesuchten
Funktion u : D — R enthélt, wobei D eine offene Teilmenge des R™ und n > 2 ist.

Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen gibt es bei partiellen Differential-
gleichungen je nach Art der vorliegenden Gleichung viele verschiedene Theorien. Partielle
Differentialgleichungen kénnen nach verschiedenen Aspekten klassifiziert werden, zB nach
der Ordnung der hochsten auftretenden Ableitung der gesuchten Funktion oder algebraisch:

Lineare Gleichungen enthalten die gesuchte Funktion v und ihre Ableitungen nur linear,
quasilineare Gleichungen sind linear in den héchsten Ableitungen von u. Gleichungen, die
nicht quasilinear sind heiflen voll nicht-linear. Solche Gleichungen konnen durch Differen-
zieren in quasilineare Gleichungen tiberfiihrt werden.

Das Gebiet ist riesig, und wir werden einige typische Vertreter kennenlernen.
Beispiele: 1) d;u + d,u = 0 ist von erster Ordnung und linear.
2) Oyu + ud,u = 0 ist von erster Ordnung und quasilinear.

3) Ugaliyy — (uzy)? = f ist von zweiter Ordnung und voll nicht-linear. Leitet man nach z
ab, erhélt man die Gleichung

Ugga Uyy + UgarUgyy — 2uwyua:xy = f:):a
die von dritter Ordnung und quasilinear ist.

4) Die Gleichungen Au = 0 (Laplacegleichung), u; = u,, (Wéarmeleitungsgleichung) und
Uy = Uz (Wellengleichung) sind von zweiter Ordnung und linear.

30 Transportgleichungen und Charakteristiken

30.1 Lineare Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten die Gleichung
O+ adyu = g(x,t), (z,t) € R? (1)
fiir eine Funktion u = u(z,t), die wir mit der Anfangsbedingung
u(z,0) = f(z), z€R, (2)

16sen wollen. Hierbei sind g : R? — R, f : R — R und a € R gegeben. Eine Lésung soll
eine Funktion v € C*(R?) sein, die (1) und (2) geniigt. Man ersieht hieraus schon, dass
g € C(R?) und f € C*(R) gelten muss.

Bemerkung: Die Abbildung v — 0;u+ ad,u, wobei hier Funktionen u abgebildet werden,
ist linear. Deshalb erhélt man die Losung von (1), (2) durch Addition der Losungen fiir
die Falle g = 0 und f = 0.
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Die linke Seite von (1) ist in der (x,t)-Ebene die Richtungsableitung von « in Richtung
(3)-

Fall g = 0: Dann bedeutet (1), dass u auf Geraden (f) - r(‘ll), r € R, konstant ist. Ist (f)
fixiert, so trifft diese Gerade die Achse R x {0} im Punkt (*,*) (setze r = —t). Aus (2)

erhalt man also
u(z,t) = flr —at), (x,t) € R?

dh der Anfangswert wird mit Geschwindigkeit a nach rechts transportiert. Fiir f € C*(R?)
ist dies tatséchlich die eindeutige Losung von (1), (2) im Fall g = 0.

Fall f = 0: Dann bedeutet (1):

%(I)t) =g(z,t), (z,1) € R

und wir erhalten v durch Integration von g auf der Geraden (f) + R(‘f):

(@, t) = u(z, t)—u(z — at,0) = /Ot(Du) ((w . “t) + r(i‘)) (61‘) dr = /Otg(x—(t—r)a, r) dr.

Beachte, dass f = 0 ist und dass wir Du fiir die Ableitung von u geschrieben haben. Ist g
stetig partiell nach x differenzierbar, so ist hierdurch tatséchlich eine Losung von (1) mit
u(z,0) =0, z € R, gegeben (verwende 22.2 aus HM 1II).

Satz: Ist f : R — R stetig differenzierbar und ¢ : R? — R stetig und stetig partiell nach x
differenzierbar, so ist die eindeutige Losung von (1), (2) gegeben durch

u(z,t) = f(x — at) +/0 g(x —a(t —r),r)dr, (x,t) € R (3)

30.2 Lineare Transportgleichung im R"”
Sein € N,d € R" und seien f : R" — R, g : R"XR — R gegeben. Das Anfangswertproblem

Oou+a-Vu = g(@t), (¥t)eR"xR (1)
u(?,0) = f(Z), TeR"

lasst sich wie in 30.1 behandeln.

Satz: Ist f : R" — R stetig differenzierbar und g : R" x R — R stetig und nach jedem z;,

j =1,...,n, stetig partiell differenzierbar, so ist die eindeutige Losung von (1) gegeben
durch

(@ 1) = F(7 — td) +/0 9T — (t—1)a,r)dr, (7,1) €R" x R. @)
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30.3 Quasilineare Gleichungen erster Ordnung

Allgemeiner als in 30.1 und 30.2 betrachten wir quasilineare Gleichungen der Form

a(Z,u) - Vu=0b(z,u), €D, (Q)

Q

in D CR" wobeid: DxJ — R*und b: D xJ — R gegeben sind und J ein reelles
Intervall ist.

Nach den Erfahrungen in 30.1 betrachten wir eine gegebene Losung & +— u(Z) auf Kurven

s — k(s) in D und setzen w(s) := u(k(s)) (s ist hier ein recller Parameter aus einem
Intervall I).

Ableiten von w ergibt nach der Kettenregel:
w'(s) = Vu(k(s)) - k'(s) = k'(s) - Vu(k(s)).

Andererseits ist

- —

a(k(s),w(s)) - Vu(k(s)) = b(k(s), w(s)).
Dies legt nahe, zur Losung von (Q) das folgende charakteristische System zu betrachten

E'(s) = a
w

(CS)

Dies ist ein System gewohnlicher Differentialgleichungen (n + 1 Gleichungen fiir die Funk-
tion (:Z) 1 — R"xR).

Definition: Losungen (5) des charakteristischen Systems (CS) heilen Charakteristiken
der Gleichung (Q), dabei heifit k Grundcharakteristik.

Bemerkung: Ist (E) eine Charakteristik, so ist die Grundcharakteristik k eine Kurve im
Argumentraum D C R™ und w beschreibt (hoffentlich) den Wert einer Losung auf dieser
Kurve.

Héngt a(Z,u) = d(Z) nicht von w ab (man spricht dann von einer semilinearen Gleichung),
so hangen die Grundcharakteristiken nicht von den Werten w ab, und man kann zunéachst
die erste Gleichung in (CS) und dann die zweite lésen. Gilt zusétzlich b = 0, so ist w
konstant, was bedeutet, dass Losungen von (Q) auf Grundcharakteristiken konstant sind.

Beispiel: Schreibt man in 30.1 (z1,22) statt (z,t) und bringt die Gleichung 30.1 (1)
mit @(Z,u) = ({) und b(Z,u) = g(z1,22) auf die Form (Q), so lautet das zugehorige

1
charakteristische System

(s) = a

=1

) =
w'(s) = g(ki(s), ka(s)).
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Grundcharakteristiken sind hier gegeben durch ( ) s) = s(§) + (2), wobei ¢1,co € R
Konstanten sind. Dies sind die Geraden aus 30.1. w(s) erhalt man dann wie in 30.1 durch

Integration.

30.4 Anfangsbedingungen fiir quasilineare Gleichungen

Im Fall n = 2 wird man Anfangswerte fiir (Q) auf einer Kurve I' in D vorgeben wollen.
Man sieht schon im Beispiel in 30.3, dass I" nicht eine der Grundcharakteristiken sein darf,
da auf diesen die Werte der Losung ja durch die zweite Gleichung in (CS) gegeben sind.

Im allgemeinen Fall gibt man eine gentigend glatte Hyperfliche I' in D vor und dort
ebenfalls genligend glatte Anfangswerte f (5) € € T'. Dabei fordert man

—

(T, ) ist nicht-charakteristisch: in keinem & € I ist a@(&, f(€)) tangential an T.

Diese Forderung gewahrleistet, dass die Grundcharakteristiken I' in einem Winkel # 0
schneiden. Sind dann noch @ und b hinreichend glatt, kann man zeigen, dass (Q) lokal um
I' eindeutig losbar ist.

ZweckmafBigerweise setzt man s = 0 auf I' und 16st (CS) mit dem Anfangswert

(o= () wosmcer

9

((S é)) so erhalt man die Losung u(Z) von (Q)

Bezeichnet man die Losung von (CS) mit (
durch

—

w(@) =w(s, &), falls T = k(s,).

Beispiel: dyu + 20,u = 0 mit u(z,0) = f(z) und x € R. Hier ist @(z,t,u) = (}). Zur

Parametrisierung der z-Achse verwenden wir den reellen Parameter £, hier ist I' = {(&,0) :
¢ € R}. Das charakteristische System und die Anfangsbedingungen lauten

ki(s) = ka(s) k1(0) = ¢
Bs) = 1 ka(0) = 0
w'(s) = 0 w(0) = f(&).
k’l(S,f) 568
mit Losung | ka(s, &) | = s . Wir haben
w(s, §) f€)

k(s, &) = <x) — s=t,E=ae

Wenn f stetig differenzierbar ist, ist die eindeutige Losung des Problems also gegeben
durch
u(z,t) = fle '), (z,t) € R%
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31 Die Potentialgleichung

Die Potentialgleichung oder auch Poisson-Gleichung ist die lineare Gleichung zweiter Ord-
nung

Au=f

in einem Gebiet 2 C R". Im homogenen Fall f = 0 spricht man auch von der Laplace-
Gleichung
Au = 0.

Bemerkung: Ein wirbelfreies Vektorfeld F' (dh rot F = 0) ist (zumindest lokal) als Gradi-
ent eines Skalarfeldes V' darstellbar F' = VV. Ist das Vektorfeld zusétzlich quellenfrei (dh
div F' = 0), so geniigt V' der Laplace-Gleichung:

AV = div (VV) = div F = 0.

Beispiele sind in der Elektrostatik das elektrische Feld E = —VV, wobei typischerweise das

Potential V' an der Oberfliche eines Gebietes vorgegeben ist, oder in der Magnetostatik die

magnetische Induktion B = —VV, wobei typischerweise g—l‘\ff = 0 am Rand eines Gebietes

gilt (dh B ist am Rand tangential zur Oberfliche).

31.1 Harmonische Funktionen

Sei Q C R" ein Gebiet. Eine C%-Funktion u : Q — R heifit harmonisch in , falls gilt

Au=0 1in Q.

Beispiele: 1) Fiir n = 1 und I C R Intervall sind die in / harmonischen Funktionen u alle
von der Form u(z) = ax + b, z € 1.

2) Sein =2und Q C R? = C, sowie f : @ — C, f(x +iy) = u(z,y) + iv(z,y) eine
holomorphe Funktion (— Kap. 24 in HM II bzw. KAI). Dann sind v und v beliebig oft
differenzierbar, und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Uy = Vy, Uy = —0V; in €L
Durch Differenzieren erhalten wir
Uz + Uyy = Vyg — Uy = 07 Vgg + Vyy = —Uyg + Ugy = 07

dh Real- und Imaginarteil einer holomorphen Funktion sind harmonisch.

Umgekehrt ist eine harmonische Funktion u : 2 — R zumindest lokal Realteil einer holo-
morphen Funktion (der “passende” Imaginérteil v heifit konjugiert harmonische Funktion
von ).

Insbesondere ist fiir n = 2 eine harmonische Funktion immer beliebig oft differenzierbar.
Dies gilt auch fiir n > 2.
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3) In Beispiel 21.10(5) haben wir gesehen, dass die durch u(Z) = ||Z|| ™ definierte Funktion
w in R\ {0} harmonisch ist.

31.2 Mittelwerteigenschaft

Sei Q C R®. Ein stetiges u : Q — R ist genau dann harmonisch, wenn fiir jede Kugel

B(Zo,r) = {Z€R3: |- Z|| <1} C Q

1
u(ty) = ———— wdr Kugelmittel
)= 51 (Kngelmittel)

bzw. genau dann, wenn fiir jede solche Kugel gilt

do  sphérisches Mittel).
|8B | //QB (Zo,r)

Hierbei bezeichnet |B(Zo,r)| = 4r* das Volumen von B(Zy, r) und |0B(Zo,r)| = 4mr? die
Oberflache der Kugel.

Die entsprechenden Aussagen gelten aber fiir jedes n > 2.

gilt

u(Zo) =

31.3 Maximumsprinzip

Sei v harmonisch im Gebiet €. Gibt es ein Z; € (2 mit

) fur alle 7 € (v hat lokales Maximum in )

(@
w(Z) fir alle € Q@  (u hat lokales Minimum in Zj),

so ist u auf  konstant. Ist zusitzlich Q beschrinkt und u stetig auf Q, so gilt fiir jedes
e
1 y) < <
min u(y) < u(@) géggU(y)

dh harmonische Funktionen nehmen Maximum und Minimum auf dem Rand von €2 an.

31.4 Grundlosung der Laplace-Gleichung
Die fiir 7 € R" \ {0} definierte Funktion

L In ||£L‘|| fU.I' n=2
— 21 )
F(I) ’ { __4177HfH 1 fiir n=23

heifit Grundlosung der Laplacegleichung oder auch Fundamentallosung. Haufig schreibt
man dann
['(Z,y) =17 —y) firZ yeR"mitZ#y.
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Bemerkung: Fiir allgemeines n > 3 lautet die Formel fiir die Grundlosung

1

n(2 —n)w,

[(7) = [

wobei w,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet (es ist also wy = T,
W3 = % )

Man erhélt I'(Z), wenn man eine Losung u der Laplacegleichung der Form w(Z) = ¢(||Z]|)
sucht, wobei g = g(r) eine C*-Funktion auf (0, 00) ist. Das fiihrt auf die Gleichung

n—1

g"(r)+ giry=0, r>0

mit Losung ¢'(r) = er!™. Dies bestimmt ¢ bis auf eine additive Konstante, ¢ wird so
gewahlt, dass die Formel in 31.5 unten gilt.

Wir konzentrieren uns im folgenden auf den Fall n = 3.

Eigenschaften (n = 3): Fir j=1,...,3 gilt

0 . 1 o
8_] (7) = E%H»"CH 37
also )
VI (z) = 77
und ) .
VD@ ) = - IE -G V) = - - D)E - g
Weiter ist

AL@@) =0 (F#0), AL(@H=0 (T#7), ALEPH=0 (F#),

dh T ist in R?\ {0} harmonisch, # — I'(Z,7) in R*\ {7} und ¢ — I(Z,7) in R\ {Z}.

31.5 Greensche Darstellungsformel

Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R® mit C?-Rand, und sei V' C R” offen mit Q C V. Ist
u € C*V), so gilt fiir jedes Z € Q:

uw) - [ (u@ S (@) - TG g)%@) o)+ [ [ [ @0 5u5) (@),
a0 Y Q

Beachte hierbei %(gj) = Vu(§) - N () und

ar -
—(Z,7) = V(&7 N§) = ——"
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Beweisidee: Verwende fiir festes 7 € €2 die zweite Greensche Formel in 21.10(3), dh

4/(93—]{7— %)do:/!/(gAf—ng)dT

fir G = Q. = Q\ B(7,¢), 9(¥) = u(y) und f(y) = I'(¥,y). Hierbei sei ¢ so klein, dass
B(z,¢e) C 2 gilt. Dann ist

/// (& §)Au(y) dr(g //( 77)—%“ )gj\?( )) do(§)
//( W5 7??) F(f,g)%(g)) do(i).

OB(Z,e)

Beachte hier, dass fiir § € 0B(Z,¢) gilt: N(j) = @' Mit der Formel fir V I'(Z,y) aus
31.4 erhalten wir

// ) 47rHey||;f|§||3 // 47r||y—a:|| 5 4007

OB(Z,e)
*1/(47r€2)

Da u in ¥ stetig ist und 4me? gerade die Oberfliche von B(Z,¢), konvergiert das erste
Integral fir e — 0 gegen u(Z). Da Vu in der Néhe von & beschrénkt ist, konvergiert das
zweite Integral fiir ¢ — 0 gegen Null. Wir haben dhnlich auch schon in 21.10(6) in HM II
argumentiert.

31.6 Greensche Funktion

Sei Q ein beschrianktes Gebiet. Eine Funktion G(Z,¥), welche fir Z,7 € 2 mi
definiert ist, heifit Greensche Funktion von Q, falls G symmetrisch ist (dh G(Z, 3)
gilt) und fiir jedes ¢ € Q gilt:

7y
Y, T

IIH

x
G(
G(Z,7) = 0 fir alle ¥ € 092 und & — h(Z,y) := G(Z,y) — I'(#,¥) ist harmonisch in €.

Bemerkung: Die zweite Bedingung bedeutet, dass G und I' in & = ¢ “die gleiche” Sin-
gularitdt haben. Zusammen bedeuten die Bedingungen, dass fiir festes i € €0 die Funktion
¥ — G(Z,y) Losung des Dirichlet-Problems

A’LL = (537, u‘ag = 0,

ist.

Erlauterung: Setze u(7) := G(Z, ), wobei y € 2 fest ist. Dann ist u(Z) = 0 fir & € 00
klar. Die Gleichung Au = 0z ist distributionell zu verstehen, dh man multipliziert mit
C?-Funktionen 1 : R® — R, fiir die es eine Menge B C Q mit B C Q so gibt, dass
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1 = 0 auflerhalb von B gibt, und integriert iiber ). Solche Funktionen v und alle ihre
Ableitungen verschwinden also am Rand von (2.

Dabei ist oy die Dirac“funktion” in ¥, erklart durch

O(1) = ¥(5).

Man schreibt formal mitunter statt d;(¢) auch

J[f siorirer o f[f sasia-aeo

Auch Aw ist hier distributionell zu verstehen. Fiir eine Distribution 7" ist dabei (vgl. HMII
bzw. KAI fiir den Fall n = 1):

(%T)(w) ::T(—%w), j=1,...,n,

und also
B0 = 3 (e 1)) = (1 ) = T30

Somit erhalten wir

@u)w) = u(aw) = [[[ 6tz pae)@ i@

Q
J[[r@n@n@ i@« [ a e i@
@ Q

Nach 31.5 ist dabei das erste Integral = v(y), da die Randterme fiir ¢) verschwinden.
Das zweite Integral verschwindet wegen der zweiten Greenschen Formel, da A(-, %) in Q
harmonisch ist.

Beobachtung: Wendet man (bei gentigend glattem Rand 0€2) die zweite Greensche Formel
an auf f(¢) = h(Z,¥) und g = u und addiert das Ergebnis zur Greenschen Darstellungs-
formel 31.5, so erhélt man

u@)://m(u(g);_]%( ) + [[[ c@nsuiarm,

dh man kann mithilfe der Greenschen Funktion (wenn sie existiert!) eine Losung u € C*(V)
des Dirichletproblems

Au:f’ U|8Q:§07
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im Inneren von €2 aus den Daten f und ¢ rekonstruieren.
Bemerkung: Ist ) beschrankt mit C2-Rand, so existiert eine Greensche Funktion fiir .

Beispiel: Die Greensche Funktion fiir die Kugel B(0, R) ist gegeben durch:

122 e i 7] o i
— Tl =——— 27 Y+ R
' LN 7] R?
und dass der rechte Ausdruck symmetrisch in @ und ¢ ist. AuBerdem ist G(Z, ) fur

17| = R. Fiir festes i € B(0, R)\ {0} ist die Singularitét von G(Z, 7/) — T'(Z, §) in
und liegt auBerhalb von B(0, R).

IHy

31.7 Dirichletproblem auf der Kugel

Betrachte die Kugel B(0,R) C R®. Sei ¢ : dB(0, R) — R stetig. Dann ist die Funktion
u: B(0, R) — R, definiert durch

u(@) = T JJonn g do@) fir ¥ e BOR) (PF)
o(7) fir ¥ € 8B( ,R)

harmonisch in B(G, R) und stetig in B(@, R). Dies ist die Poissonsche Darstellungsformel
fiir die nach 31.3 eindeutige Losung des Dirichletproblems

Au=0 in 3(67 R>7 u‘@B(ﬁ,R) =g

Beachte, dass man die Formel (PF) aus 31.6 erhélt, wenn man fiir die Greensche Funktion
der Kugel B(0, R) den Ausdruck

8G

G(Z,79) - N(§), 7€ 0B(0,R),
3N (Z,9) - N(y), ¥ (0, R)

/—\
\_/
I
<
<y

berechnet (Ubung!).

unter Beriicksichtigung von N (7)) = %

31.8 Die Poissongleichung
Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet und f € C(Q). Eine Losung der Poissongleichung

(Au)(7) = f(7), Te, (P)
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ist gegeben durch das Newton-Potential von f, dh durch

w@) = [[[rapr@am. ica
Q

Warnung: Es gilt w € C1(Q2). Im allgemeinen ist jedoch w keine C?-Funktion in . Gilt
zusatzlich

f(@) = [ < Cll7—gll* T ye,

wobei C' > 0 und « € (0, 1) Konstanten sind, so ist w € C?(£2) und eine solche Abschitzung
(mit demselben « aber anderen Konstanten C') gilt fiir alle zweiten Ableitungen von w.

Bemerkung: Will man die Poissongleichung mit Randwerten losen, also etwa
Au = J in Q, U’|8Q =¥, (PD)

wobei ¢ : 02 — R stetig ist, so erhdlt man die Losung als © = w + z, wobei w das
Newton-Potential von f ist und z : 2 — R eine Losung von

Az =01in Q, zlaa = ¢ — (w]ag)-
Bemerkung: Ist G(Z, ) eine Greensche Funktion fiir €2, so ist auch durch

0= || ceprmir@, Ten
Q

eine Losung von (P) gegeben und zwar diejenige, die auflerdem v|sq = 0 geniigt. Eine
Lésung von (Pp) erhélt man dann durch

9= J[fcenioan-

vergleiche Bemerkung in 31.6. Ende
Woche 13

oG _
Ye(y)do(y), e,
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32 Die Diffusionsgleichung

32.1 Motivation (Wirmeleitungsgleichung)

Sei Q C R? ein Gebiet. Wir betrachten Wiarmeleitung in € und eine Funktion u = u(t, T),
wobei t € [0,7] und & € 2, die die Temperaturverteilung beschreibt. Wir setzen voraus,
dass das Medium in €2 homogen ist. Fiir jedes Gebiet G' C € ist dann

///u(t,f) dr(7)

proportional zur in Warmeenergie in GG. Energieerhaltung bedeutet also fiir ein glattes

Gebiet G:

%///u(t,f)dr(f):—//f(t,f)~ 7) do(?) //ft:cdrf,

Wéirmetransgort durch GG Warmequellen in G

wobei j(t z) der Vektor des Warmeflusses sei. Wenn u glatt genug ist, kann man links
Integral und £ vertauschen (— Kap.22 in HMII) und erhélt mit dem Divergenzsatz:

// e, 7) dr(7 ///dmmm ///f ) dr().

Da G C 2 sonst beliebig ist, geht dies nur, wenn gilt:

%u(t 7)) = —divj(t,Z) + f(t, @) fiir alle (¢, %) € (0,T) x Q.

Fouriers Gesetz besagt nun
j(t,Z) = —cVu(t, ) fiir ein ¢ > 0

dh dass sich die Warme in Richtung des groBiten Temperaturgefilles ausbreitet und be-
Ug,

tragsméfig proportional zur Lange des Gradienten Vu(t,Z) = : (t,7) ist. Zusam-
Uy,

men ergibt sich die Warmeleitungsgeichung

%u(t T) = cAu(t,z) + f(t,Z) furalle (¢,Z) € (0,T) x Q,

wobei sich A = Z§:1 88—; nur auf die raumlichen Variablen bezieht.

Bemerkung: Genauso ldsst sich argumentieren, wenn wu(t,Z) die Dichte eines Gases
beschreibt, dass in €2 der Diffusion unterliegt, oder wenn @ C R™ mit n # 3.
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32.2 Die Grundlosung der Warmeleitungsgleichung
Wir betrachten
Owu(t, @) = (Au)(t,Z), t>0,7ecR" (W)

Die fir ¢ > 0 und ¥ € R™ definierte Funktion

2
Z|
4t

G(t, @) := (4mt)”

heiit Grundlosung der Wirmeleitungsgleichung oder Warmeleitungskern auf dem R™. Es
gilt
0,G(t,7) = AG(t, %) fur allet >0, 7 € R",

dh G ist Losung von (W). Héufig schreibt man auch

Gt Z,7) = Gt 7 — ) = (Ant) ™2 e "F— firt > 0, 7,7 € R™.

Es gilt
G(t,7)dr(¥) =1 (I)

Rn
fir alle t > 0 und
G(t,©¥) — 0 (t—0+) firz#0,

sowie

G(t,:) — 05 (t—0+)

im Sinne von

| Gtoe@dr@ — o@ (- o0v) (K)

fiir alle stetigen Funktionen ¢ : R” — R mit ¢ = 0 auBerhalb einer Kugel B(0, R). Die
Konvergenzaussage gilt dabei fiir viel mehr Funktionen, vgl. 32.3 unten.

Beweis fiir (I): Das Integral [, G(t, ) dr(Z) ist gleich

oo o0 oo n 9 n o 1:2
/ / / H 47rt “12e- 4t> dx,, -+ dredry = H ((47?1%)’1/2 / e da:j).
—00 —00 “oo J=1 J=1 —00

Fiir ein einzelnes Integral fithrt die Substitution & = 2nv/t, d€ = 2v/tdn, auf

o 2 1 e
(4rt) =12 /_OO et d¢ = NG /_OO e dn=1,
vergleiche Beispiel (3) in 21.4 (HMII).
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Beweisskizze fiir (K): Zunichst ist ¢ beschréankt, und es gibt K > 0 mit [|o(Z)| < K
fur alle £ € R™. Sei nun € > 0 und ¢ > 0 so, dass ||p(Z) — ¢(0)]| < /2 fir ||Z]| < 6. Dann
gilt

| [ ctae@ i@ - o)

< [ 6t8)e@ - o@)dr@

>0

% / G(t,Z) dr(T) + 2K / G(t,7) dr(%).

IN

IZ<é 12| =6

Das erste Integral rechts ist < 1 wegen (I). Im zweiten Integral substituiert man & = ¢/v/t
und erhalt

G(t,7) dr(T) = / G(L ) dr(§) — 0 (t — 0+).

lI#]1=6 I911=6/vt

Insbesondere findet man t, > 0 so, dass fiir ¢ € (0,%) das zweite Integral < ;% ist.

32.3 Anfangswerte fiir t =0

Ist f : R* — R stetig und beschrankt, so gibt es genau eine beschrankte Losung des

Problems
owu(t,?) = (Au)(t,¥), t>0,7€R",
w(0,7) = f(¥), FeR™

Diese ist gegeben durch
utd) = [ G.7- DI i@, t>07ER
Es gilt u € C*°((0,00) x R™) und

u(t, ) — f(&) (t — 04) fiir jedes ¥ € R™.

Bemerkung: Ist g : (0,00) x R" stetig und beschrénkt, so ist eine Lésung von
Owu(t, @) — Au(t,7) = g(t,%), t > 0,7 € R", u(0,%) =0, ¥ € R",
gegeben durch
t
u(t,r) = / / Gt —s,2—19)g(s,9)dr(y)ds, t>0,7€R"
O n
Dies ist (formall) die “Variation-der-Konstanten-Formel”.

32.4 Maximumsprinzip
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Sei 2 C R" beschrankt, T € (0, 00) und Q7 := (0,7) x Q. Dann gilt
00 = ({0, T} x Q) U ([0, T] x O9).

Wir definieren den parabolischen Rand
0*Qr = ({0} x Q) U ([0, T] x 99),

bei dem der “Deckel” des Zylinders fehlt.

Wir setzen voraus

u: [0,T] x Q — R ist stetig und in Qp zweimal stetig partiell differenzierbar

nach z,...,x,, sowie stetig partiell nach t differenzierbar. (RV)

Satz: Es gelte (RV) und dyu — Au = 0 in Qr. Dann nimmt v Maximum und Minimum auf
dem parabolischen Rand 0*Q7 an, dh es gilt

max{u(t,7) :t € [0,T],7 € Q} = max{u(t,7): (t,7) € I*Qr}
min{u(t,7) : t € [0,T],7 € Q} = min{u(t,?) : (t,7) € 0*Qr}.

Allgemeiner gilt die Aussage iiber das Minimum, wenn d;u—Awu > 0 in Q7, und die Aussage
iiber das Maximum gilt, wenn dyu — Au < 0 in Q7.

Folgerung: Das Anfangs-Randwertproblem
O — Au = g in Qrp, u(t,z) = f(t,2), (t,7) € 0" Qr,

hat hochstens eine Losung w : [0, 7] x 2 — R mit der Eigenschaft (RV).

Beweis: Sind u; und us Losungen, so ist v := u; — uy Losung von
8tu —Au=01in QT, u’a*QT =0.

Aus dem Maximumsprinzip folgt dann v = 0 in Q7.

32.5 Separation der Variablen

Wir betrachten die Wéarmeleitungsgleichung auf dem Intervall [0, 1] mit homogenen Dirich-
letrandbedingungen:

U — Uz =0, t>0,2€(0,1), u(t,0) = u(t,1) =0, u(0,2) = f(x), (1)
wobei f :[0,1] — R gegeben ist. Zur Losung machen wir den Separationsansatz

u(t, ) = v(t)w(x), t>0,2€l0,1].
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Dann ist u; = ¢'(t)w(z) und u,, = v(t)w”(x), und Einsetzen in die Gleichung fithrt (fiir
v #0, w#0) auf

= , t>0,z€[0,1].

Da die linke Seite nicht von x und die rechte Seite nicht von ¢ abhéngt, geht dies nur, wenn
es eine Konstante A € R gibt mit

, t>0,z€[0,1].

Dies fithrt auf v(t) = eMv(0), t > 0, und auf
w”(x) — Aw(x) =0, w(0) =w(l) =0,
wobei wir auch die Randbedingungen des urspriinglichen Problems beriicksichtigt haben.

Wir suchen nun A, fiir die es Losungen w # 0 dieses Randwertproblems gibt.

Fiir A = 0 ist jede Losung von w” = 0 ein Gerade. Aus den Randbedingungen folgt dann
w = 0.

Fir A # 0 ist jede Losung von w” — Aw = 0 dabei eine Linearkombination
w(x) = c1e"” + coe™ 7,
wobei u € C\ {0} mit u? = \. Die Randbedingungen implizieren nun

c1+c=0 und c¢e”+coe™® =0.

Dieses lineares Gleichungssystem hat genau dann eine nichttriviale Losung (2) #+ (8), wenn

e " — et = 0 ist. Dies ist dquivalent zu e* = 1, dh zu pu = kmi fiir ein k € Z\ {0} (k=0
ist wegen 1 # 0 ausgeschlossen). Wir erhalten also A\, = —k?7? und als zugehdorige reelle
Losung (bis auf eine multiplikatve Konstante)

1 .
— (ekmx

- ) z €0, 1].

wg(z) = sin(kmz) =

Zusammen haben wir also Losungen
ug(t,x) = e T (z) = e P sin(kra), t> 0,1 € [0, 1],

erhalten mit Anfangswerten ux (0, x) = wy(x) = sin(knzx), x € [0, 1].

Gilt nun f(z) = > ", apsin(kmz) fir ein m € N und gewisse a; € R, so ist die Losung
von (1) gegeben durch

m

Zakuk (t,x) Zake_k%% sin(krz), (t,x) € [0,00) x [0, 1].

k=1 k=1
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Entsprechendes gilt fiir m = oo, wenn man die Koeffizienten (a;) so sind, dass man den
Reihen einen Sinn geben kann. Dies ist z.B. fur > ;7 |ax| < oo der Fall. Die Reihe fiir
f konvergiert dann absolut und gleichméfig auf [0, 1] und w ist stetig auf [0, 00) x [0, 1].
Gliedweises Ableiten der Reihe fiir u ist in (0, 00) x [0, 1] mdglich nach Sétzen aus HM 1.

Bemerkung: Ein analoges Vorgehen ist méglich bei Gleichungen
Ou—Au=0,1t>0,7 €, u(t, ) =0, & € 09, u(0,7) = f(Z), 2€Q, (2)

wobei 2 C R™ beschrankt ist. Auch hier muss man A (die Eigenwerte) und Funktionen
w: Q — R (die Eigenfunktionen) suchen mit

Aw = lw in , wloqn = 0.

Man braucht etwas mehr mathematische Theorie um zu zeigen, dass dies hier immer auf
eine Folge (\z) von Eigenwerten fithrt mit A\; — —oo (ohne weitere Voraussetzungen an

Q).

Fordert man statt der homogenen Dirichletbedingung u(t,#) = 0, ¥ € 02, homogene
Neumann-Randbedingungen

0

u(t, 7)) =0, Teodn,
ON

so braucht man fiir eine entsprechende Aussage Regularititsvoraussetzungen an den Rand
0f.
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33 Die Wellengleichung

33.1 Die eindimensionale Wellengleichung

Wir betrachten
U (t, ) — ug(t,x) = 0 firzeR, teR

u(O,x) = f(:l,’), (Wl)
uw(0,z) = g(),

wobei f,g : R — R gegeben sind. Eine Losung ist eine C2-Funktion v : R x R — R, die
(W1) geniigt. Somit muss f € C*(R) und g € C*(R) gelten.

Wir setzen also f € C*(R), g € C'(R) voraus. Zur Losung von (W1) faktorisieren wir
e (2-2)(2, 2y
ot Ox? ot  Odx/\ot Ox
und setzen v := u; + u,. Zu losen ist also zunachst
v — vy =0, v(0,2) = w (0, ) + ug (0,2) = g(z) + f'(z), z € R,
Die eindeutige Losung ist nach 30.1 gegeben durch
v(t,x) =glx+t)+ f(x+1t), (t,x)eR%.
Wir 16sen nun
u +u, = v(t,x) =glx +t)+ f(x+1), uw(0,2) = f(x), x €R.

Nach 30.1 ist die eindeutige Losung hiervon gegeben durch
t
u(t,z) = f(x —1t) —i—/ glx —t+2r)+ f'(x —t+2r)dr.
0

Wir substituieren x — t + 2r = y, also dr = %dy, und erhalten

T+t T+t
uta)=fe—0+5 [ iy [
r— T—t

t
=f(z+t)—f(z—1)
also

T+t
ta) = 3@+ 0+ fa =)+ 5 [ gl dy (1)

als Darstellung fiir die eindeutige Losung von (W1) auf R x R (beachte dabei die Differen-
zierbarkeitsvoraussetzungen an f und g).

Bemerkung: Man erhilt die Losungsformel auch aus der Beobachtung, dass fiir C2-
Funktionen ¢ und 1 durch

u(t,z) = p(z+t) +(x —t), (t,z)€R?
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eine Losung von wuy — u,, = 0 gegeben ist. Dann sucht man ¢ und % so, dass v Losung
von (W1) wird.

33.2 Diskussion

An der Formel (D1) kann man wesentliche Unterschiede zu Losungen der
Warmeleitungsgleichung erkennen:

e Man kann die Wellengleichung fiir ¢ € R 16sen, die Warmeleitungsgleichung hingegen
nur fiir ¢ > 0.

o Fiir t > 0 ist der Wert u(t,z) einer Losung der Wellengleichung schon bestimmt
durch die Werte von f und ¢ im Intervall [z — ¢,z + t]. Umgekehrt beeinflussen die
Anfangswerte im Punkt (0,y) die Werte der Losung nur in dem Kegel |z — y| < ¢,
dh Stérungen haben eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (hier 1). Hingegen
haben Storungen im Anfangswert fiir die Warmeleitungsgleichung eine unendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit: ist der Anfangswert etwa > 0 nur auf einem kleinen
Intervall und = 0 aulerhalb, so ist u(t,z) > 0 fiir alle (¢, z) € (0,00) x R.

e Losungen der Warmeleitungsgleichung sind C* in (0,00) x R, selbst wenn der An-
fangswert nur (beschrinkt) und stetig ist. Hier miissen wir hingegen f € C?, g € C*
voraussetzen, um u € C? zu erhalten. Fiir mehr Regularitit von u muss man mehr
Regularitit von den Anfangswerten fordern.

33.3 Die dreidimensionale Wellengleichung

Satz: Die eindeutige Losung fiir das Problem

ug(t,T) — Au(t, ) = 0 fir?eR3 t>0
u(0,7) = f(2), (W3)
Ut<07 f) - g(f),

mit gegebenen f € C3 (R3), g € C*(R3) lasst ich darstellen als

ult,#) = 7 // (tg 7+ VI - —f)) do(). (D3)

OB(Z,t)

Beweisskizze (Methode der sphérischen Mittel): Sei u(Z,t) eine Losung von (W3). Wir

definieren fur r > 0:
M(t = (t, ) do(
(t,z,7) gy / / L) do(y

OB(Z,r)

P = [ 1w G(7 1) = — [ 9@ do@)
~ dxr // 4y //

OB(Z,r) OB(Z,r)

und
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und setzen diese Funktionen gerade auf r € R fort. Dann gilt

——M(t,x,r) = (w—i-;a)M(t,x,r). (*)

Zum Beweis von (*) setzen wir fiir v € C?*(R3):

SUT::47”"2//83 o(v).

Dann ist mithilfe der Substitution i = & + r1, do(%) = r* do(7):
1

oS(v,r) = 0, [47r /U(f+ 71]) do(ﬁ)]
P

wobei wir beim dritten Gleichheitszeichen zuriicksubstituieren und N (v) = y_ = 7 fir
y € 0B(Z,r) beachten und beim letzten Gleichheitszeichen den Divergenzsatz verwenden.
Daraus folgt

2
~ /// (Av)(g) do(y 47T7“2 // (Av) (%) do(y)) = —;87»5(1),7") + S(Av, 7).

B(Z,r) OB(Z,r)

82 S(v,r)

Wir wenden diese Formel fiir festes ¢ auf v(y) = u(¢, %) an. Da u Losung von (W3) ist, gilt
un(t,y) = Au(t, §) = Av(y),

und nach Kap. 22 ist
OPM(t,Z,7) = S(uy(t, ), r).

Damit ist (*) gezeigt.
Nach (*) ist fiir festes & also w(r,t) := M (t, Z,r) Losung von
2
Wy = Wyp + =Wy, w(r,0) = F(Z,r), w(r,0) = G(Z,r).
r
Damit ist aber v := rw Losung von

Vg = Vpr, v(r,0) = rF(Z,r), v(r,0) =rG(Z,r).
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Nach 33.1 haben wir also

rM(t, %, r) = 1[(7’ +H)F (@, r+1t)+ (r—t)G(Z,r — t)] + ! /TH pG(Z, p) dp,

2 2 /.,
1 1 t+r
M(t,Tr) = Z{@+@F@¢+ry-@—ma@¢—rﬂ+§;/ pG(Z, p) dp.
t—r

Bei der zweiten Gleichung wird verwendet, dass r — G(Z, r) eine gerade Funktion ist und
p — pG(Z, p) eine ungerade Funktion ist.
Fir r — 0 erhalten wir

u@@:m@o+%ww@% (D3

woraus (D3) folgt. Umgekehrt definiert (D3) tatséchlich eine Losung der Wellengleichung
(man muss dazu wie beim Beweis von (*) substituieren).

Bemerkung: Der Wert von w im Punkt (¢,7) héngt hier nur von den Anfangsdaten auf
der Sphére 0B(Z,t) ab, aber nicht von Werten im Inneren der Kugel B(Z,t) (Huygenssches
Prinzip, “there’s music in R3”).

Hier braucht man sogar f € C3, g € C?, damit v € C? ist, dh die Anfangsdaten miissen
reqularer sein, als es die Losung ist.

33.4 Die zweidimensionale Wellengleichung

Man erhélt die Losung der zweidimensionalen Wellengleichung, indem man z3 = 0 in (D3")
setzt. Die dreidimensionale Sphére

{(y1,92,y3) €ER®: (y1 — 1) + (32 — 12)° + 33 = t°}

wird (mit ¥ = (z1,22), ¥ = (y1,y2)) iiber die abgeschlossene Kreisscheibe B(Z,t)
parametrisiert, dh durch
ys = £/ 12 — |7 — g%

Dies fithrt auf

D2)

o @ Ny @ )
u(t7$)_%3é[)\/YQj\ijdeT(y)+§<%Bé[)\/ﬁ—|édeT(y)>' (

Hier hiangt der Wert von w im Punkt (¢, Z) von den Anfangsdaten in der ganzen Kreisscheibe

B(Z,t) ab.
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