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Aufgabe 1 Der Diffusionsprozess wird beschrieben durch
AS=Fk-F-(Cy—c(t)) - At,

wobei AS den Salzmengenzuwachs in der Zeit At, k die Proportionalitdtskonstante, F' die Zell-
oberflache, C; die Salzkonzentration im Becken und ¢(t) die Salzkonzentration in der Zelle zum
Zeitpunkt ¢ angibt. Aulerdem gilt fiir Salzkonzentration c(t) = @, also auch Ac = % Damit

erhalten wir A . F
c
ANV (C1 —c(t)),
und der Grenziibergang At — 0 fithrt dann zur gesuchten Differentialgleichung fiir die Salzkonzen-

tration in der Zelle:
kEF

(1) = " (Cr —elt)),
Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung und wir entnehmen dem Aufgabentext noch
die Anfangsbedingung ¢(0) = Cy. Mit der Formel aus Kapitel 1.1 des Vorlesungskripts erhalten wir
als Konzentrationsverlauf in der Zelle:

c(t) = Cye™ & —i—e_*t fo *ngoldf Che™ e tye~ & tC’l[e v 5] = Che” i ty oy — C’le_%t =
kF
(CQ — Cl)e v —|— Cy.

Aufgabe 2 Bei allen drei Aufgabenteilen handelt es sich um Bernoullische Differentialgleichun-
gen. Auflerdem erfiillt y = 0 keine der Anfangsbedingungen und ist damit keine Losung. Da die
entsprechenden Exponenten der Bernoulli-Gleichungen ganzzahlig sind, geniigt es daher nach nicht
verschwindenden Lésungen zu suchen.

a)y =3y +e®y?, y(0)=1. Hierist o =2 und es gilt 3y — 3y — e *y?> = 0.

Wir multiplizieren mit (1 — o)y~ (= —y%) und erhalten:
/
1
—yfg—i-?)——i-e*x:O.
Y
Wir setzen z := y! =% (= %) Es gilt dann z(0) = ﬁ =1lund 2/ = —5—;. Wir erhalten also:

Z+32+e =0, 2(0)=1.

GemiB 1.1 folgt (wegen [ —3dt = —3z) z(z) = le 3 4e 3" [ 3 (—e ")dt = e 3" +e 37 [ /2]I=§
%6*3‘” — 56*7” = %e*m(?)e*% —1).

Nun ermitteln wir die Nullstellen von z. Aus z(cg) = 0 folgt 3e72% — 1 = 0, also ist cog = 22 >0
die einzige Nullstelle von z. Also verschwindet z auf (—o0, ¢p) nicht und wir erhalten

2e”
yo(x) :=1/z(x) = o m 1’ %€ (=00, o)

als Losung des Anfangswertproblems.
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b)y +y* -2y —y/r=0, y(1)=1. Hierist « =2 und es gilt / — (v + 1/2)y + 3> = 0.
Wir suchen Losungen in einer Umgebung von 1 innerhalb von (0, 00) (wegen des Terms 1/z).

Wir multiplizieren mit (1 — o)y~ (= —y%) und erhalten:
/
1
& @+1l/z) 4 _,,
Y Y
Wir setzen z 1=yl =@ (= %) Es gilt dann z(1) = ﬁ =1lund 2/ = —g—;. Wir erhalten also:

4+ (x+1/z)2—1=0, z(1)=1.

GeméB 1.1 folgt (wegen [[" —(t + 1/t)dt = —2*/2 — Inx + 1/2):
2(z) = le—°/2-Inz+1/2 + e—2?/2-Inz+1/2 flx elt?/2+nt=1/2 1y

\/éxflewa/Q + \/Ea;*le*CEQ/Q . 1/\/E[et2/2]zic _ \/Exfle*‘”Q/Z e \/éxfle*“rzﬁ — L
Auf (0, 00) verschwindet z offensichtlich nicht und wir erhalten

yo(z):=1/z(z) =z, x € (0,00)

als Losung des Anfangswertproblems.

c) ¥y +zy+ 3(zy)® =0, y(0)= V2. Hier ist a = 3.
Wir multiplizieren mit (1 — o)y~ (= —Qy%) und erhalten:

2y 2z
W2,
) Yy

Wir setzen z := y' =% (= y—12) Es gilt dann z(0) = W =1/2und 2/ = —25—;. Wir erhalten also:

=2z —2=0, 2(0)=1/2

2
GemiB 1.1 folgt (wegen [ 2tdt = 2?) z(x) = %63’2 +e7? Iy et (t3)dt = %612 +e’”2[—7(t2+12)6 =t =
ler x4 + 1612 _ 612 x4

2 2¢ = 2 -

2

(Die dabei verwendete Stammfunktion kann man etwa durch Produktintegration (mit u = 2? und
_42 42 ) ) 2 42

v/ = ze~*") gewinnen: ftge_752 dt =t =5— —— [ 2t- _th dt = —t262 S ; = (e’ +12)€ )

Wir zeigen nun, dass z keine Nullstelle hat: Es gilt 2/(z) = 2ze® — 2 = 2:(2¢* — 1). Fiir alle z € R
gilt 2e”” > 2¢" = 2 > 1. Daher gilt 2/(z) < 0 fiir # < 0, 2/(z) > 0 fiir 2 > 0 und 2/(0) = 0. Das
bedeutet, dass die Funktion z auf (—o0,0) streng monoton féllt, auf (0, 00) streng monoton steigt
und bei 0 ihr globales Minumum z(0) = 1/2 > 0 annimmt. Also hat z keine Nullstelle.
Aus y? = 1/z folgt y = 1/4/z oder y = —1/y/z. Wegen 5(0) = v/2 > 0 ist der zweite Fall keine
Losung und wir erhalten

1

T) = = , zeR
PO E T Je ey

—_

als Losung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 3 Bei beiden Aufgabenteilen handelt es sich um Bernoullische Differentialgleichungen.

a) y' = —% +2%y% Hier ist @ = 2 und es gilt y + ¥ — 2%y* = 0.
Wir suchen Lésungen auf (—oo,0) und (0,00) (wegen des Terms 1) und wir nehmen zunéchst an,

daB die Losungen dort nicht verschwinden. Wir multiplizieren mit (1—a)y=® (= —y%) und erhalten:
/
1
A S
Y Ty



Wir setzen z := y'=% (= %) Es gilt dann 2’ = —;’—;. Wir erhalten also:
1
2 ——z422=0.
x

Gemif 1.1 erhalten wir alle Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung 2/ = 2: z,(z) =
gel T = gelnlal = ¢|x| fiir jedes ¢ € R. Schrinkt man sich auf eines der beiden Intervalle (—o0,0)
und (0, 00) ein, 1a8t sich z, offensichtlich auch als zj(x) = cz fiir jedes ¢ € R beschreiben. Mittels
der Variation der Konstanten erhalten wir eine partikuléire Losung z,(x) = —%x?’ der inhomogenen
Gleichung. Damit lautet die allgemeine Losung von 2’ — Lz +22 = 0: 2.(z) = 2(2) 4+ 2p(z) = ca — ‘%3
mit ¢ € R. Fiir ¢ < 0 hat z. bis auf 0 keine Nullstellen, fiir ¢ > 0 sind 0, v2¢ und —+/2¢ simtliche
Nullstellen von z.. Auflerhalb dieser Nullstellen erhalten wir durch Riicksubstition also

2

Yo =1/ 2cx — a3

Da der Exponent o ganzzahlig ist, sind alle Losungen der urspriinglichen Gleichung folglich gegeben
durch y = 0 und y. mit ¢ € R, wobei y, fiir ¢ < 0 auf (—o00,0) und (0,00) und fiir ¢ > 0 auf
(—00, —v/2¢), (—v2¢,0), (0,+/2¢) und (v/2¢, 00) der Differentialgleichung geniigt.

b) v + 125 + (1 + 2)y* = 0. Hier ist o = 4.

Wir suchen Losungen auf (—oo, —1) und (—1, 00) (wegen des Terms H%) und wir nehmen zunéchst

an, dafl die Losungen dort nicht verschwinden. Wir multiplizieren mit (1 — a)y™® (= —32%4) und
erhalten:
v 5 3(1+2)=0
3L % 3(1+z)=0.
yt (+a)y’
Wir setzen z 1= y! =@ (= y—lg,) Es gilt dann 2’ = —3;’—;. Wir erhalten also:

3
! — -3(1 =0.
z 1+$z (1+x)

GemifB 1.1 erhalten wir alle Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung 2/ = 31+%z: zp(z) =

gel 3155 = gedInlltel — 1+ z|3 fiir jedes & € R. Schriinkt man sich auf eines der beiden Intervalle
(=00, —1) und (—1,00) ein, liBt sich 2, offensichtlich auch als zj,(x) = ¢(1 + )3 fiir jedes ¢ € R
beschreiben. Mittels der Variation der Konstanten erhalten wir eine partikulére Losung z,(x) = 1;—?;
der inhomogenen Gleichung. Damit lautet die allgemeine Lésung von 2’ — H%z —3(14+2x) =0:
ze(w) = zp(x) + 2p(2) = c(1 + 2)3 — 3(1 + x)? mit c € R.

Um die Gleichung y® = 1/2, nach y aufzulésen, bestimmen wir das Vorzeichen von z, auf geeigneten
Intervallen in Abhéngigkeit von c.

Fiir ¢ = 0 hat z. bis auf —1 keine Nullstellen und auf (—oo, —1) und (-1, 00) ist 2z, = —3(1 + x)?
stets negativ. Wir erhalten in diesem Fall daher y = —(—2.)~ /3 = —(3(142)?)~/3 als Losung auf
(=00, —1) und (-1, 0).

Fiir ¢ # 0 hat z. die Nullstellen —1 und 3/¢ — 1 und es gilt z. > 0 <= ¢(1 + z) > 3. Fiir ¢ > 0 ist
Z also negativ auf (—oo, —1) und (—1,—1 + 3/¢) und positiv auf (=1 + 3/¢, 00). Wir erhalten im
Fall ¢ > 0 daher y = —(—z.)""/3 = —(—c(1 + )3 4+ 3(1 + x)?)~1/? als Losung auf (—oco, —1) und
(=1,—143/c) und y = (2.) /3 = (¢(1 + z)® — 3(1 + x)?)~1/3 als Losung auf (—1 4 3/¢, 00).

Fiir ¢ < 0 ist z, genau dann positiv, wenn x < —1 + 3/c gilt. Also ist in diesem Fall z. negativ
auf (—1+3/c,—1) und (—1, 00) und positiv auf (—oo, —1 + 3/c). Wir erhalten im Fall ¢ < 0 daher
y=—(—2)"3 = —(=c(1 + )3 + 3(1 + 2)?)~ /3 als Losung auf (-1 +3/c, —1) und (—1,00) und
y=(2)"3 = (c(1 4 2)% = 3(1 + x)?)~'/3 als Losung auf (—oo, —1 4 3/c¢).

Nimmt man noch y = 0 als Losung hinzu, so sind dadurch alle Losungen beschrieben (da der
Exponent a ganzzahlig ist).



Aufgabe 4 Zunichst bestimmen wir eine spezielle Losung der Gleichung mit dem gegebenen
Ansatz: yo(x) = e liefert

/ — _
y0:a6a17 e xy(2)+y0_ex:€(2a l)z_’_eax_ez7

und fiir @ = 1 gilt Gleichheit. Somit ist yo(z) = €* eine Losung der Gleichung.
Die weiteren Losungen der Riccatischen Differentialgleichung bekommen wir nun mit dem Ansatz
u=1y—1yo=1y—e". Dieser liefert fiir die Funktion u gemafi Vorlesungsskript 1.4 (2) die Gleichung

u 4+ (=14 2yo - (—e " Nu+ (—e H)u? =0, also  u —3u—e u?=0.
Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit Exponent @ = 2. Sie hat u = 0 als eine
Losung; alle anderen Losungen erhalten wir, indem wir mit (1 — a)u™® = —u~2 multiplizieren und
z = u'~® = u~! substituieren. Dies fiihrt auf
/
3
—%—1——4—6*1:0, also Z4+3z+e=0.
U u

Die homogene Gleichung 2’43z = 0 hat gemifl 1.1 die allgemeine Losung zj,(z) = ce 3% und mittels

Variation der Konstanten erhalten wir z,(x) = —%e‘x als eine spezielle Losung der inhomogenen

Gleichung. Die allgemeine Losung der Gleichung fiir z ist damit
ze(w) = —1e™" 4 ce™" (ceR).

Nun ermitteln wir die Nullstellen von z.. Aus z(¢) = 0 folgt e* = 2¢. Fiir ¢ < 0 hat 2. also keine
Nullstelle, fiir ¢ > 0 ist £ = In(2¢)/2 die einzige Nullstelle von z..
Fiir jedes c € R erhalten wir also durch

1 1

ZC(SU) - 6673.% _ %671‘

eine Losung von v/ — 3u — e *u? = 0, wobei z € R falls ¢ < 0 und = € (—o00,1In(2¢)/2) oder x €
(In(2¢) /2, 00) falls ¢ > 0 gilt. Zusammen mit u = 0 sind dies alle Losungen von v’ — 3u — e %u? = 0.
Fiir die urspriingliche Gleichung haben wir also die Lésungen

2

v und y(x) ="+ ———— (ceR).

yolz) =€ 20 3% — =T

auf den entsprechenden Intervallen (R oder (—oo,In(2¢)/2) und (In(2¢)/2, 00) je nach Wahl von c).

Aufgabe 5 Es handelt sich um eine Riccatische Differentialgleichung und nach dem Hinweis
wihlen wir ¢ = c als Ansatz fiir eine spezielle Losung. Damit folgt 0 = (1 — x)c? + (22 — 1)c — z,
also x(—c? 4+ 2c — 1) + ¢ — ¢ = 0 und wir sehen, dass ¢ = 1 eine Losung ist.

Alle weiteren Losungen bekommen wir nun mit dem Ansatz u = y — ¢ = y — 1. Dieser liefert fiir
die Funktion u gem#f Vorlesungsskript 1.4 (2) die Gleichung

w4+ (—2z—1)4+2p- (-1 —2)))u— (1 —z)u®>=0, also W —u—(1-z)u>=0.

Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit Exponent o« = 2. Sie hat u = 0 als eine
Losung; alle anderen Lésungen erhalten wir, indem wir mit (1 — o)u™® = —u~2 multiplizieren und
z = u'~® = u~! substituieren. Dies fiihrt auf

Z4+z4+1—2=0.

Die homogene Gleichung 2’ 4+ z = 0 hat gemiB 1.1 die allgemeine Losung 2, (x) = ce™™, und mittels

Variation der Konstanten erhalten wir z,(x) = « — 2 als eine spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung. Die allgemeine Losung der Gleichung fiir z ist damit

ze(x) =2 —2+ce ™ (ceR).



Fiir u muB also u(r) = 1/z.(x) = (v — 2 + ce™®)~! mit geeigenetem ¢ € R gelten und damit folgt
y=u+p=1+(x—2+ce ®)"!, wobei wir einen geeigneten Definitionsbereich angeben, nachdem
wir die Konstante ¢ bestimmt haben.

Um das Anfangswertproblem zu 1ésen, mufl also 2 = y(1) = 1+ ﬁ
Damit erhalten wir y = 1+ M—% als Losung auf ganz R, denn der Nenner ug(z) := x—2+2¢! =%
hat keine Nullstelle: Dies kann man analog zu Aufgabe 2c¢ einsehen, indem man die Ableitung
up(z) = 1 — 2e!7® nach Nullstellen untersucht: Dadurch erhiilt man ug(1 +1n2) = In2 > 0 als
globales Minumum der Funktion ug. Die Eindeutigkeit der Losung folgt aus der Eindeutigkeit der
Wahl der Konstante c.

— gelten. Daraus folgt ¢ = 2e.
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