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Aufgabe 10 a) Die Gleichung ist von der Form P(z,y) dz+Q(x,y) dy = 0 mit P(z,y) = ;12 + 29/
und Q(x,y) = yx. Gesucht ist ein nur von x abhédngender integrierender Faktor p = p(z). Fiir einen
solchen gilt y, = 0 und pi, = /. Aus der Bedingung (uP), = (1Q)z, also Py —Qpug = 1(Qz — Py),
ergibt sich

—yap(z) = p(z)(y — 4y) = p(@)(-3y),

was fiir y # 0 (y(x) = 0 ist offenbar keine Losung der Differentialgleichung) auf

fithrt. Diese homogene lineare Differentialgleichung hat die allgemeine Losung p(x) = Cx3, C € R.
Wir wihlen C = 1 und erhalten u(z) = 2? als integrierenden Faktor. Somit ist die Gleichung

(z + 223y%) dx 4+ yzt dy = 0

exakt. Wir bestimmen nun eine Funktion F mit F,(x,y) = z +223y? und F,(z,y) = yz*. Die erste
Bedingung liefert

1 1
Fla,y) = 32° + 5o'9% + ()

mit einer gewissen Funktion ¢. Also erhélt man

!
Fy(z,y) = yz* + (y) = ya*

und damit ¢/(y) = 0. Dies ist etwa fiir ¢ = 0 erfiillt, so dass F(z,y) = 322+ $21y? ist. Darum ist die
allgemeine Lésung in impliziter Form gegeben durch F(x,y(z)) = const, also 2 + z*y(z)? = const.

b) Die Differentialgleichung (m%+2y2)dx+yacdy = 0 kann man auch in der Form (x%+2y2)+ya;y' =0
schreiben. Da y(z) = 0 keine Losung ist, kann man durch y dividieren und erhélt fiir z # 0 die
Gleichung 3’ + %y + :%3 L — 0. Dies ist eine Bernoulli-Differentialgleichung mit Exponent o = —1.

Yy
Multiplikation mit (1 — o)y~ = 2y und die Standardsubstitution z = y!~% = 32, 2/ = 2yy’ ergibt

4 2
z/—l—fz—i——g:O.
x x

Die allgemeine Losung dieser inhomogenen linearen Differentialgleichung ist z(z) = —;12 + x%

C € R. Fiir die Losung y unserer urspriinglichen Gleichung bedeutet dies

mit

1:4y(33)2 + 22 =C.
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Aufgabe 11 Die Differentialgleichung ist von der Form P(z,y) dx + Q(x,y) dy = 0, wobei
P(z,y) == 2zy*e? + 22° + y, Q(x,y) == z*yte¥ — 2%y? — 3z.

Offenbar sind P,Q: R? — R stetig differenzierbar. Die Differentialgleichung ist nicht exakt, denn
es gilt

Py(x,y) — Qz(x,y) = (2$(4y36y +yte¥) + 6xy® + 1) — (2xy4ey — 2xy? — 3)
= 8zyPe¥ + 8xy’ +4#£0.

Allerdings ist
Py— Q.  8wxy’e¥ +8xy°+4 4
P 2xytey +2xy3+y oy
nur von y abhéngig, so dass es einen integrierenden Faktor, der nur von y abhéngt, geben muss.

Fiir p = p(y) soll (uP)y = (1Q)z gelten, also

pPy+ WP =pQy,  dh  p=-—"FF"p

4 —4Inly| 1
Y) = exp —dy)ze V= — .,
wlv) </ y y!

Fiir y # 0 haben wir damit einen integrierenden Faktor gefunden. Offenbar ist y(z) = 0 eine
Losung der urspriinglichen Differentialgleichung; die anderen finden wir, indem wir mit u(y) = y~*
multiplizieren und die sich ergebende exakte Differentialgleichung

Eine Losung hiervon ist

(2ze? + 2zy~t +y %) da + (22e¥ — 2%y™2 = 32y ) dy =0
l6sen. Fiir eine zugehorige Stammfunktion F soll Fy(z,y) = 2xe¥ + 2xy~! + y~3 gelten, daher ist
F(z,y) = 2%e¥ + 2%y~ 4+ 2572 + ¢(y)
mit einer gewissen Funktion ¢, und damit ergibt sich

2 2

Fy(z,y) = 2%e¥ — 2%y2 — 3oy~ 4+ (y) = 2%V — g Y2 —3xy 4.

Wir wihlen ¢(y) = 0. Alle Losungen (aufler y(z) = 0) sind implizit gegeben durch

2

x
F(z,y) = 2% + — + = =
(z,y) s T

—C (CeR).

Aufgabe 12 Damit u(x,y) ein integrierender Faktor fiir die Differentialgleichung P(z,y) dz +
Q(z,y) dy = 0 ist, muss gelten:
(1P)y = (uQ)z,  also  pyP+pPy = pzQ + pQy .
Wir miissen daher u jeweils so bestimmen, dass die folgende Gleichung erfiillt ist:
uPy — Qo] = 112Q — 1y P . (%)
a) Diese Differentialgleichung ist von der Form P(z,y)dx + Q(z,y) dy = 0 mit
P(z,y) := z + z* + 22%% + ¢, Q(x,y) =y.

Fiir p(z,y) = p(a® +y?) gilt pe (2, y) = 220/ (2% + y?) und (2, y) = 2yp'(2* + y?). Gleichung ()
wird daher zu

p(z* +y?) [(42®y + 4y°) — 0] = 220" (2 + y*)y — 2yp (2 + y°) (z + 2 + 22%y* + ) .



Zusammengefasst haben wir
dy(a® + y°)p(z” + %) = —2y(2* + 22°y* + y')p'(2° + 7).
Da y(x) = 0 offenbar keine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung ist, dividieren wir durch
y und setzen t := x2 + y2. Dies fithrt wegen z* + 22%y% + y* = t2 auf
2
dtp(t) = —20%0/(t),  also (1) =—Sp(t).

Eine Losung dieser homogenen linearen Differentialgleichung fiir p ist p(t) = exp( [ -2/t dt) =
e~2Int — =2 Damit wissen wir: )

W y) = Cr e
ist fiir 22 4+ y? # 0 ein integrierender Faktor. Wir betrachten daher die exakte Differentialgleichung,
die sich aus der urspriinglichen Gleichung durch Multiplikation mit u(z,y) ergibt, also

<(x)2+1>dl‘+ydy:0,

,];2 +y2 (.%'2 _|_y2)2
und bestimmen eine zugehorige Stammfunktion F. Aus Fy(z,y) = y/(2? + y*)? folgt
1 1

F(z,y) = RN + c(x)

mit einer gewissen Funktion c¢. Also erhalten wir
x ! x
F. =t d@)= ——us + 1.
Damit ¢/(z) = 1 gilt, wihlen wir ¢(z) = 2. Mit F(z,y) = —3(2® + y?)~! 4+ 2z erhilt man die
allgemeine implizite Losung F'(z,y) = A, und Multiplikation mit —2 liefert
1
— 2z =C CeR).
z2 4+ y? ( )

b) Hier gilt P(x,y) = xy + tan(zy) und Q(z,y) = 22. Mit dem gegebenen Ansatz fiir 4 hat man
pa(z,y) = yp'(zy) und py(z,y) = xp(zy).
Die Bedingung () liefert in diesem Falle
p(zy) [:B + m(l + tanQ(l‘y)) — Zx] = y,o'(xy):n2 — mp'(:ny)(my + tan(zy)) ,
zusammengefasst also
a tan® (zy)p(ry) = —x tan(zy)p' (zy)
Die Gleichung P(z,y)dy + Q(z,y) dy = 0 hat zwar z(y) = 0 als eine Losung, aber die urspriinglich
gegebene Gleichung ist fiir eine Funktion y = y(x). Wir dividieren daher durch x und setzen t := zy.
Dann ergibt sich
(p(t)tant + p'(t)) tant = 0.
Die Differentialgleichung p'(t) = —(tant)p(t) ist beispielsweise fiir p(t) = cost erfiillt. Ein integrie-
render Faktor ist folglich p(z,y) = cos(zy), allerdings nur fiir (z,y) mit zy # 37+ kr (k € Z).
Da tan(zy) in der zu l6senden Differentialgleichung vorkommt, ist die Gleichung an diesen Stellen
aber sowieso nicht definiert. Wir multiplizieren also mit cos(zy) und erhalten
(zy cos(zy) + sin(zy)) dv + 2% cos(zy) dy = 0.

2 cos(xy) gelten. Folglich ist

Fiir eine Stammfunktion F' soll Fy(z,y) =«
F(z,y) = zsin(zy) + c(x)
mit einer gewissen Funktion c. Hieraus ergibt sich
Fy(z,y) = sin(zy) + xy cos(zy) + ¢/ () L xy cos(zy) + sin(zy) .

Wir wihlen ¢(z) = 0, und mit der Stammfunktion F(z,y) = zsin(zy) lassen sich sémtliche Losun-
gen y in impliziter Form darstellen durch

zsin(zy) =C (CeR).



Aufgabe 13 a) Wir probieren erst Losungen mit y”(x) = 0 fiir alle . Dann haben wir y(z) =
ax +b. Setzt man dies in die Differentialgleichung ein, so erhilt man ax +b = %xQ —ax + a?. Keine
Parameter a,b € R konnen dies fiir alle € R erfiillen.

Wir probieren nun Lésungen mit y”(x) # 0.

Setze t := y(z), x = 1(t) und y = x(t). Wir erhalten dann das Gleichungssystem

{x<t> = 300 — v+ (1)

¥(t) = () ).

Leite (1) nach t ab, und erhalte X(t) = 9 (t)i)(t) — (t) — ()t + 2t. '

Setze dies nun in (2) ein: t(t) = Y(t)Y(t) — P(t) — t(t) + 2t, d.h. 0 = (P(t) — 2¢)(Y(¢) — 1).
Fall 1: (t) = 2t. Insbesondere ist 1) (t) = 2 # 0.

Aus (1) folgt sofort x(t) = 2t2 — 2t + 12 = t* = L(y(t))>

Wir sehen, dass y(z) = T2? Losung ist, da x(t) = 2t = t(t).

Fall 2: ¢(t) = 1. Dann folgt 9 (t) =t + ¢, ¢ € R. Einsetzen in (1) ergibt

1 1, 1
x(t) =t +e)° = (t+ ot +17 = 562 4 5%

Es gilt t = ¢(t) — ¢ = x — c¢. Damit ergibt (1) die folgende Losung:

y(z) = %:1:2 —z(z—c)+(x—c)? = éaﬂ

—cx+c?, ceR.
b) Fall 1: Durch y(z) = 2% ist genau dann eine Losung mit y(z¢) = yo gegeben, wenn yo = 2.
Fall 2: Bei Losungen der Form y(x) = %Z'Q — cx + ¢? fithrt die Forderung y(zg) = yo auf

tad —cxo+ =y, also ¢ —moe+ (3af —yo) =0 ().

Diese quadratische Gleichung fiir ¢ ist genau dann lsbar, wenn z3 — 4(%3:% —1p) = 0 gilt. In diesem
Falle, also fiir yo > ix%, existieren Losungen, die y(x¢) = yo erfiillen.

Wir halten fest: Das Anfangswertproblem ist genau dann l6sbar, wenn ygo > ia:g gilt.

c) Ist yo = iavg, so sind y(z) = ixz und y(x) = %3:2 —cx+c® mit c = %xo Losungen. Ist yg > %33(2),

so sind yi(z) = %a;2 —cpx +ci (fiir k = 1,2) verschiedene Losungen, wobei hier ¢1, ¢ die Losungen
von () sein sollen.

Folglich gibt es nie genau eine Losung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 14 Es handelt sich um eine implizite Differentialgleichung der Form F(z,y,y") = 0 mit
F(z,y,2) = In?(2) + z — . Wir gehen wie in 1.8 (a), (b) des Vorlesungsskripts vor:

a) Der Ansatz F(x,ax + b,a) = 0 liefert z = In*(a) + a. Es gibt kein Intervall I so, dass diese
Gleichung fiir alle z € I gilt. Es gibt also keine Geraden als Losungen.

b) Wir machen den Ansatz t = y', x(t) = y,9(t) = = und erhalten (t) = In?(t) + t sowie x(t) =
t3(t). Damit folgt x(t) = t¥(t) = t(2"8L + 1) = 2Int + ¢ und somit x(¢t) = [2Int + tdt =
2(tInt —t) + 12+ C = 32 + 2tlnt — 2t + C. Fiir to = 1 gilt ¥(tp) = 1. Damit folgt mit der
Anfangswertbedingung yo = y(1) = x(to) = %t% +2tglntg—2tg+C = —3/2+C, also C = yp+3/2.
Wir erhalten insgesamt ¢ (¢) = In*(¢) +t und x(t) = 5t>+2tInt — 2t +yo+3/2. Das ist die gesuchte
Losung in Parameterform.

Bemerkung zu b): Um eine Losung y = y(z) zu erhalten, miisste man die Gleichung ¢ = In?(¢) + ¢

lokal um ?p = 1 nach ¢ auflésen. Das ist zwar moglich (nach dem Satz iiber implizite Funktionen,
denn ¥ (tg) = 2% +1=1+#0), aber man kann hier keine explizite Umkehrfunktion angeben.



Aufgabe 15 Wir stellen fest, dass ¢ nicht explizit in der Differentialgleichung vorkommt. Wir
behandeln die Differentialgleichung als implizite Differentialgleichung der Form ®(r,r’,r") = 0 mit
O(x,y,2) =2+ ';—]\2/[ und verwenden die Methoden aus 1.8 (¢) des Vorlesungsskripts.

Der Ansatz ®(7,p(7),p(T)p(7)) = 0 fithrt auf pp = _171\24 fiir die Funktion p. Wir werden nun p
bestimmen und danach r/(t) = p(r(t)) losen.

Die Losungen der Differentialgleichung fiir p ergeben sich nach Trennung der Veridnderlichen:
[pdp = f—% dr, d.h. % = 2 4 C. Aus p(r(0)) = 7/(0) folgt mit den Anfangsbedingungen
p(R) = vp, also ist C = Jv§ —yM/R und damit p*(t) = 2yM (2 — £) + vZ.

Wir quadrieren /() = p(r(t)) und erhalten die Differentialgleichung (r')? = 2yM (L — &) + v§.
Damit der Ball nicht wieder auf die Erde zuriickféllt, muss r(t) — oo fiir ¢ — oo gelten.

Aus 2yM (2 — %) + v = ()? > 0 folgt in diesem Fall v} > 2%, also

M 2.6,67-10-11-597 1024 m km
> /220 (~ Moo, 228y
v R ¢ 6,37 - 100 s 5

Fiir das kleinste derartige vg, also fiir v% = 2yM /R, erhalten wir

, 2vM
r = .
r

Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Thre Losungen ergeben sich aus

" d 1dt. d.h i t4+C
= t .h. = .
/ \/ 2y @ / ’ syl

Wir erhalten r(t) = [3/2vM (t + C)]Z/g, und die Bedingung 7(0) = R fiihrt schlieBlich auf

r(t) = [%\/MM.HR?)/Q] "
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