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Aufgabe 16 Fiirallez € (0,1) gilt y1(z) = 2 = —14-L ¢/ (z) = ﬁ und yf (z) = ﬁ,

so dass y{ (z) — ﬁ y1(z) = (1_2z)3 — JC(lzz)Q - 127 = 0 ist. Damit 16st y; die Gleichung.

Nach dem Reduktionsverfahren von d’Alembert kann die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung mit dem Ansatz y(z) = yi(x)v(x) gewonnen werden. Wegen

y=yot+yv, Y =yiv+ 20 +y”
fiihrt dieser Ansatz auf die Gleichung

yiv +2y10" + y1v” — syiv =0,

2
z(l—x)
2
alSO (ylll — m yl) v+ Qyi'l)/ + yl'l)” = 0 .

Da 31 eine Losung der Differentialgleichung ist, hat der Ausdruck in der Klammer den Wert 0; die
Gleichung fiir v lautet damit

2 T

2910 +y1v" =0, d.h. e v'+1_$v"—0
Fiir v := v’ haben wir folglich die Differentialgleichung
x , 2
(1_I)2u+1_$u , also U x(:z—l)u

Diese homogene lineare Gleichung hat die allgemeine Losung

u@ﬁﬂ%m</$@2Udozﬂkm</$21—im>
x;w>—c($;1r (C eR).

= Cexp(2In|z — 1| — 2In|z|) = Cexp <2ln

Fiir die Funktion v bedeutet das

und damit ist
v(m):C(x—2lnx—i> —i—D:C’(

Als allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir y ergibt sich daher

.’Ez—

1—mm>+D (C,D €R).

Cx (z2?-1 Dz
= = —21
) = mte) = 1< (T 2 4 2
2zlnz Dz
=C |- 1) — C,DeR).
Wir setzen noch ¢; := —C und ¢ := D; dann lautet die allgemeine Losung
2rxInx Ccox

= 1 R).
y(z) C1<x+ +1_x>+1_x (c1,¢2 €R)
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Aufgabe 17 Wegen ze®” — 2z +1)e* + (z+1)e* =e*(x —2x — 1+ 2z + 1) = 0 ist u(z) = e” eine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung. Der Ansatz y(z) = u(x)v(x) fithrt auf

vy’ — 2z + 1)y + (2 + 1Dy = z(u"v + 20V + w”) — 22 + 1) (v'v + wv) + (z + 1uv
= (zu” — 2z + Vv’ + (z + Du)v + (22" — (22 + Du)v’ + zuv”

=0, da u die hom. Glg. 16st

= —e" + ze™”

!

= (22 + 1)e”.
Fiir w := v’ haben wir folglich die Differentialgleichung
' —w =%+ 1. (%)

Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung w’ = %w lautet
1
wp(x) = Cexp(/ —dx)=Cz, CeR.
x

Eine Partikulérlosung der inhomogenen Gleichung () erhélt man mit dem Ansatz wy(z) = C(z)x
(“Variation der Konstanten”). Also

2(C'(z)z + C(x) — C(z)z =22 +1, dh.  C'(a)=1+ L.

€T
Wir wihlen C(z) = 2 — 2 und erhalten wy(z) = 22 — 1. Damit ist die allgemeine Losung von (x)
w(z)=2>—-1+Cz, CcR,
und es folgt

3

Die allgemeine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung ist damit

1 1
v(x) = /w(w) de = ~a% —x + §Om2 +Cy, C,C €R.

y(x) = u(x)v(x) = <;x3 + Crz? —z + Cg) e*, C1,C2 eR.

Aufgabe 18

a) Das charakteristische Polynom der Gleichung y” +4y' —5y = 0, also A24+4A—5 = (A—1)(A+5),
besitzt die einfachen Nullstellen 1 und —5. Daher ist e, e 5% ein Fundamentalsystem, d.h.
y(z) = c1e® + cae ™, c1,co € R, ist die allgemeine Losung von y” + 4y’ — 5y = 0.

b) Hier lautet das zugehorige charakteristische Polynom A2 — 6 + 25. Dieses hat die einfachen
Nullstellen 3 #+ 4i. Ein Fundamentalsystem ist gegeben durch €3 sin(4z), 3% cos(4x), so dass
die allgemeine Losung von y” — 6y’ + 25y = 0 durch y(z) = c1e3¥sin(4x) + c2e3% cos(4x),
c1,c2 € R, gegeben ist.

c) Das charakteristische Polynom von ¢ —y” +¢' —y = 0ist X3 =22+ A —-1=(A-1)(\2+1) =
(A= 1)(A+1i)(A —1). Da dieses die einfachen Nullstellen 1, —i,7 besitzt, ist e*, sinz, cosx
ein zugehoriges Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung von 3" — 3" + 13/ — y = 0 lautet
folglich y(x) = c1e® + cosinx + cgcos x, c1,ca,c3 € R.

d) Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung y"" — ¢ + 4y” — 4y’ = 0 lautet
Mo X34 AXZ — 4N = AN = A2 4N —4) = MDA = D(A2 +4) = A\ = 1)(\ + 20)(\ — 2i)
und besitzt die einfachen Nullstellen 0,1, —2i,2i. Deshalb ist 1, e®, sin(2x), cos(2z) ein
Fundamentalsystem und fiir die allgemeine Losung von v — " + 4y — 4y’ = 0 ergibt sich
y(z) = c1 + cae” + c38in(2x) + ¢4 cos(2x), c1,ca,c3,¢4 € R.



Hier ist das charakteristische Polynom gleich A* + 1. Aufgrund von

M=_1 <= A =i oder \M2=—i <= A =¢% oder \2=¢ 2

i ™

s A=¢'1 oder \= —¢ 1 oder A= —e'1

= )\:% oder )\:_\1/; oder /\:% oder /\:_\1/%”

I

oder A =¢e”

sind L Loi =tk 1

V22 V27 V20 V2
ist e”/V2sin(z/v2), e®/V2cos(z/v?2), e/ VZsin(z/V?2), e %/V2cos(x/v/2) ein Fundamen-
talsystem von ™ + 4 = 0 und die allgemeine Losung lautet y(z) = cje*/ V2 sin(z/v/2) +
c2e®/V2 cos(z/v/2) + cse™/ V2 sin(z/v/2) + cae™/ V2 cos(z/\/2), c1, 2, 3,04 € R.

die (einfachen) Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Damit

Aufgabe 19

a)

b)

Die homogene Gleichung 3" — y = 0 besitzt das charakteristische Polynom
PN =X -1=A-1)A\+1+1)
mit den jeweils einfachen Nullstellen A\ = 1 und Ay 3 = —% + % 34. Somit ist
o1(z) = eMT = €T pa(x) = e *?cos(3V3 ), p3(z) = e */?sin(3V3 )

ein zugehoriges Fundamentalsystem, und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
lautet y = c11+copo+c3p3 mit ¢q, co, c3 € R. Da die rechte Seite der inhomogenen Gleichung
die Gestalt g(x)e’® hat, wobei ¢ ein Polynom vom Grad 2 ist, und 0 keine Nullstelle von p
ist, konnen wir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung mit dem entsprechenden
Ansatz y,(z) = az® + bz + c erhalten. Dieser liefert

yg’—yp:0—(am2—|—bx+c)él—i—xQ,

und wir schlieen a = —1, b = 0 und ¢ = —1, bekommen also y,,(z) = —2? — 1. Die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung lautet somit

y(z) = =22 — 1 4 c1e” + e7%/2 2 cos(2V3x) +c3 sin(%\/gx)] (c1,c2,c3 € R).

Hier hat das charakteristische Polynom p(A) = A? —1 die einfachen Nullstellen 1 und —1, d. h.
die homogene Gleichung besitzt die allgemeine Losung y(x) = c1e” 4+ cee™* mit ¢, co € R. Die
rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist diesmal von der Form q(x)e?* mit einem Polynom
q vom Grad 1. Da 2 keine Nullstelle von p ist, machen wir den Ansatz y,(x) = (az + b)e**
fiir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Es gilt dann

Yy, = ae®® + 2(azx + b)e®® = (2az + a + 2b)e*®
Yy = 2ae** + 2(2ax + a + 2b)e*” = (4ax + 4a + 4b)e**
und damit ergibt sich
Yp — Yp = (dazx + 4a + 4b)e** — (ax + b)e** = (3ax + 4a + 3b)e*” = e )

was auf a = 3 und b = —% fithrt. Mit yp(z) = (32 — %)62“’ erhélt man als allgemeine Losung

der inhomogenen Gleichung schliefllich

y(x) = (%-ﬁ — %)€2x +c1e” + coe™” (01, co € R) .



c)

d)

Die homogene Gleichung haben wir schon in b) behandelt. Da die rechte Seite der inhomo-
genen Gleichung diesmal xe'® lautet und 1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p
mit Vielfachheit v = 1 ist, reicht es hier nicht, einen Ansatz der Form (ax + b)e® zu machen;
vielmehr muss man y,(z) = 2¥(azx + b)e® = (az? + bx)e® betrachten. Dann ist

y; = (2ax + b)e” + (ax2 + bx)e® = (ax2 + (2a + b)x + b)ew ,

yp = (202 +2a +b)e” + (az® + (2a + b)x +b)e” =(aa® + (da+ )z + 2a + 2b)e”,
d. h. mit diesem Ansatz hat man

Y —yp = (az® + (da + b)z + 2a + 2b — az® — br)e® = (dax + 2a + 2b)e” = we” .

Koeffizientenvergleich liefert a = % und b = —%. Die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung lautet also

y(z) = (332 —x)e’ + cre’ 4+ coe” " (c1,c2 €R).

=

Damit ergibt sich y(0) = ¢1 4 c2 und y'(z) = 3(22 — 1)e® + (2% — 2)e® + c1e” — ce ™%, also
y'(0) = —%—i—cl —c9. Beides soll = 0 sein, das bedeutet ¢; = —co = é. Das Anfangswertproblem
hat somit die Losung

(22 —z)e” + 2" —Lte™ = L(22® — 22 + 1)e” — e 7.

PN

y(z) =

Das charakteristische Polynom p(\) = A3 —4A2 + 3\ = A(A\2 — 4\ + 3) = A(A — 1)(A — 3) hat
die einfachen Nullstellen 0,1 und 3, d. h. die homogene Gleichung besitzt

y(x) = 1% + coe® + ¢33 (c1,c2,c3 € R)
als allgemeine Losung. Die rechte Seite der inhomogenen Gleichung ist von der Form
(2cos(1z) + 4sin(lz))e™.

Da 0 + 17 keine Nullstelle von p ist, kénnen wir als Ansatz fiir eine Losung der inhomogenen
Gleichung y,(z) = acos(lz) + bsin(1z) wihlen. Es gilt

/ . 1 . n .
Yp, = —asinz +bcosz, Yp = —acosx —bsinz, Yp =asinz —bceosz,

und damit ergibt sich

" /!

Yy — 4y + 3y, = (a+4b — 3a)sinz + (—b + 4a + 3b) cos & = 2cosx +4sinz.
Dies liefert die Gleichungen
—2a+4b=4 und da + 2b =2,

also a = 0 und b = 1. Somit haben wir als spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
yp(z) = sinz und als allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

3x

y(z) =sinz + ¢1 + cae” + c3e (c1,c2,c3 €R).

Bemerkung: Mit z := y' konnte man auch 2” — 4z’ + 3z = 2 cos z + 4sin z betrachten und die
ermittelte Losung z dann noch integrieren.



Aufgabe 20 a) Diese Eulersche Differentialgleichung behandeln wir, indem wir die neue Variable

t = Inz einfithren. Die Gleichung wird dann wegen z = e’ zu

ey (e') +e'y/(ef) —y(e') = t.

Mit u(t) := y(et) haben wir u/(t) = e'y/(e!) und u”(t) = ely/(et) + e*'y”(e?). Unsere Gleichung
lautet somit
u’(t) —u(t) =t.

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Da das charakteristische Polynom p(A) = A? — 1 die einfachen Nullstellen 1 und —1 hat, ist die
allgemeine Losung von u” — u = 0 gegeben durch u(t) = ciet + coe™ mit c1,co € R. Da die
Inhomogenitit te’ ein Polynom vom Grad 1 und 0 keine Nullstelle von p ist, gewinnen wir eine
spezielle Losung u, der inhomogenen Gleichung, indem wir dafiir ein Polynom vom Grad 1 als
Ansatz nehmen, etwa up(t) = at + b. Dann ist up —u, = —up = —at — b. Eine Losung ergibt
sich also fiir @ = —1 und b = 0, d.h. es ist uy(t) = —t. Als allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung haben wir folglich

u(t) = —t 4 cre’ + coe! (c1,c2 €R),
und durch Riicksubstitution erhalten wir

-1

y(z) =u(lnz) = —Inz + c1x + cox (c1,c0 € R).

Es gilt 3/ (z) = —27! + ¢; — cp272. Die Bedingungen y(1) = 2 und 4'(1) = —1 bedeuten ¢1 + ¢ = 2
und —1+ ¢y —cg = —1, also ¢; = ¢o = 1. Die Losung des Anfangswertproblems ist somit

y(z) = —Inzc+z+z "

b) Wir multiplizieren mit 2 und bekommen die Eulersche Differentialgleichung
L@ 453y 4 2%y 4 22y’ — 2y =0.
Dann substituieren wir wieder x = e’ und erhalten fiir u(t) := y(e')
u'(t) = ey () = ay' (),  W(t) = ey () + ()Y () = 2y (x) + 2Py (2),
was insbesondere z2y" = u” — xy’ = u” — u' liefert. Weiter hat man
u"(t) = e'y'(e') + 3(e")?y" (e") + ()Y (e") = v/ (2) + 32y (2) + 2%y (2)
also 23y = v — 3(u" — ') — u' = v — 3u” + 2u/. SchlieBlich gilt noch
u(t) = ey (') + 7(e")?y" (') + 6(e")*y" (¢') + (') 'y (e") ,

also zty® = u® —6(u"” —3u" 4+ 2u') — T(u" —u') — v’ = u® — 60" + 11u" — 6u'. Insgesamt kommen
wir zu der Differentialgleichung

(' — 6u” + 110" — 6u') + 5(u"” — 3u" +2u') + (W' — ') + 2 —2u =0,

also zu u® — o — 3u” + 5u/ — 2u = 0. Fiir das zugehérige charakteristische Polynom p(\) =
At — A3 —3)\2 45\ —2 erraten wir die Nullstelle A = —2; Polynomdivision liefert p(A) = (A3 —3\% +
3X —1)(A+2) = (A —1)3(\ + 2). Die allgemeine Losung lautet also

u(t) = cre’ + cate! + cat?el + cpe™ (e €R),
und Riicksubstitution fithrt dann auf

y(z) = u(lnz) = c1z + cprInz + czz(Inz)? + cqz 2 (ck €R).



Aufgabe 21 a) Wir machen einen Potenzreihenansatz; es gilt also

[e.e] o
= Z cpa y'(z) = Z kepaht
k=0 k=1

fiir (zu bestimmende) Koeffizienten ¢, € R, k € Ny. Eingesetzt in die linke Seite der Differential-
gleichung ergibt sich

o0 (o) o0 (o]
y +xy = Z kepz 1 + Z cpzt Tt = Z(n + Depyra™ + Z Cp_1x"
k=1 k=0 n=0 n=1

x
= (0+ 1)co+1x0 + Z((n + 1)epy1 + cn,l)x”
n=1

Auf der rechten Seite der Differentialgleichung steht 0, so dass ein Koeffizientenvergleich

=0 und Cntl = — n—1 fir alle n € N
+1
liefert. Es gilt c3 = co41 = 2 +1 = 0, und damit auch c¢5 = ¢; = cg = =0.

Da kein Anfangswert vorgegeben ist, gibt es keine Bedingung an ¢, so dass ¢y € R frei wihlbar ist.
Aus der Rekursionsvorschrift ergeben sich dann die Werte

—Co Co (&) Cy4 —Cp C6 Co
Co = —— Cy =——= ——- Cp = —— = == —
T2 M4 T2 T 76 22460 T 8 24687
und damit kommen wir zu der Vermutung
(=1)"co
= eN
=5y @y eV

die wir induktiv beweisen. Der Induktionsanfang ist schon gemacht; es fehlt noch der Induktions-

schluss: Sei n € N. Es gelte cay, = % (IV). Dann folgt mit der Rekursionsformel
. _. - Con v (_1)n+160
Ant) = DAL T T op 1 9) T 2.4- .- (2n) - (2n+2)

Nun kennen wir alle Koeflizienten in der Potenzreihenentwicklung von y. Die allgemeine Losung
von 3 + zy = 0 lautet

o0

- k = 2n — 2n+1 (=1)"co 2n
x)ZZCk.I‘ :ZCQnJJ —i—Zcanx :CO+ZM'—‘(271)x +0
k=0 n=0 = n=1 T
0 2
2)
= ") ol D)

b) Wieder machen wir einen Potenzreihenansatz; es gilt also

.2
:coemﬂ, co €R.

[e.e] (e e] o0
y(z) = chxk, Y (x) = Z kepat1t, Z k(k — 1)cpa*=2.
k=0 k=1 k=2

(Wegen der Anfangsbedingungen kennen wir schon die Koeffizienten ¢y = y(0) = 0 und ¢; = ¢/(0) =
1.) Eingesetzt in die linke Seite der Differentialgleichung ergibt sich

2y" — xy —|—2y—22kz —1ckx —kackxkl—}—Qchx
k=2

(o]
ZQ (k+2)(k+ 1)cppox® —chk:r +220km
k=0 k=1 k=0

= 2(0+2)(0 +1) c0+2+2( (k+ 2)(k + )cira — g + 26 ) 2* + 2co
k=1

— 9 + 4es + Z( (k+2)(k + Veppa — (k — 2)ck>33k.
k=1



Auf der rechten Seite der Differentialgleichung steht

o
(D™ i
" =4 n
ﬁ; ) ©

4 —zxcosx =4

Ein Koeffizientenvergleich liefert also zum einen
2¢co + 4cg =4,

woraus wegen c¢g = 0 unmittelbar co = 1 folgt, zum anderen

B , k=2n ( 1) )
2(k +2)(k + 1)cgro — (b — 2)cp = { (=)™ /2n)!, k=2n+1 (n>0).

Aus der ersten Zeile hiervon ergibt sich die Rekursionsvorschrift

(2n — 2)cap
= >1).
2= 5o ensy 2 Y
Fiir n = 1 folgt ¢4 = 0, und damit auch c¢g = cg = --- = 0. Die zweite Zeile liefert
2n — 1 —1)" 1/ (2n)!
oy = 2o Vo LDV /@ s )
2(2n 4 3)(2n + 2)
Wegen ¢; = 1 ergeben sich dann die Werte
—c1 — 1 1 1 c3+1/2 1/3 1 1
C3: :—7:——, 0527_ —7,
12 6 3! 40 40 ~ 120 5!

und damit kommen wir zu der Vermutung

(="

@n+ 1) (n>0),

Con+1 =

die wir induktiv beweisen. Der Induktionsanfang ist schon gemacht; es fehlt noch der Induktions-

schluss: Gilt die Formel cg, 41 = (g;lr)ln) (IV) fiir ein n > 0, so folgt

(20 = Degna + (=1)"1/(2n)!

Co(n4+1)+1 = C2n+3 = 2(2n + 3)(2n + 2)
v (2n —1)(=1)" (=)
220 +3)(2n+2)(2n+ 1) 2(2n +3)(2n + 2)(2n)!
(_1)n+1(_2n + ) ( )”'H(Qn + 1) (_1)n+1 _ (_1)n+l
N 2(2n + 3)! 22n+3)!  (2n+3)! (2n+1)+ 1)

Wir fassen die gefundenen Ergebnisse zusammen:

(="

(2n +1)! (n>0).

co=0, ca=1, c3=0 (n=2)), Cont1 =

Damit haben wir die Lésung des Anfangswertproblems ermittelt:

(:c)—xQ—i-iﬂxQ”“—ﬁ—l—sinx
=T 2 an 1) - '
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