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Aufgabe 22 Fiir z > 0 machen wir einen abgewandelten Potenzreihenansatz

o0

y(z) = Z caz" P

n=0

d. h. wir suchen Zahlen ¢, und p so, dass durch diese Reihe eine Losung gegeben ist. Es gilt

s o¢]
y'(@) = (n+peaa™?t y(x) =) (n+p)(ntp—Deua™ 2
n=0 n=0

Folglich erhalten wir fiir die linke Seite der Differentialgleichung

x2y"—|— zxy + xy
o0
Z n+p)(n+p— e,z + = Z n+p)c x”+p+Zc gttt
n=0 n=0 n=0
(o]
= p(p — 1)coz” + Z(n +p)(n+p—1)c,z" "

n=1
3
+2pcoxp+z (n+ p)epz ”+p+Zcm 1zt
m=1
3 3 -
:(p(p—1)+§p)cox’)+2((n+p)(n+p—1)cn+§(n+p)cn+cn_1)x P
n=1

= p(p+ 1/2)cox” + Z((n +p)n+p+1/2)c, + cn_1>x”+”.
n=1

In 1.14 wurde diese Rechnung allgemein durchgefiihrt. In dortiger Notation ist p(x) = % und

q(z) = =. Insbesondere gilt dann py = % und go = 0, so dass die determinierende Gleichung
0=pp—1)+3p=plp+ 1) lautet (vgl. erster Summand). Diese hat die Losungen p; = 0
und py = —%. Weil pq, p2 reell sind und p; — po ¢ Ny gilt, gibt es nach dem Satz in 1.14 ein
Fundamentalsystem der Differentialgleichung von der Form
o0 o0
y1(x) = 2™ Z cnz" und  yo(x) = 2 Z dpx"”
n=0 n=0

mit ¢g # 0, dp # 0 und ¢, d, € R (n > 1). Um die Koeffizienten zu bestimmen, fithren wir einen
Koeffizientenvergleich (mit der rechten Seite 0 = Y>> 02™) durch:

Im Fall p = p; = 0 soll fiir alle n > 1 gelten

depq

n(n+1/2)cn+cn_1:07 dh Cn:—m.
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Wir setzen ¢y = 1 (alles aufler Null wiire moglich). Dann liefert diese Rekursionsvorschrift

4cg 4 dey 42

ATT3o T T3 2T 54T s

Wir vermuten ¢, = (—4)"/(2n + 1)! fir alle n € Ny, was wir induktiv bestétigen: Der Induktions-

anfang ist schon erledigt, und wenn die Formel fiir ein n € Ny gilt (IV), so folgt

4c, v 4 (- (—4)n+1 B (—4)mt+1
2n+1)+1)2n+1) ©2n+3)2n+2) @n+1)! 2n+3)! r+1D+1)

Cn41 = —

Die erste Losung, die wir gefunden haben, lautet also

> 1 < (-1 n sin(2y/7)
;2n+1 :2ﬁ§(2n+1)!(2ﬁ)2+1: SN

Nun zu p = po = —%. In diesem Falle liefert ein Koeffizientenvergleich (vgl. Rechnung von zuvor
mit d,, anstelle der ¢,)

4dn—l

(n=3)n =3+ 9dntdua =0, sl  du=—5opiy

(n=1),

und mit dy = 1 ergibt sich dann d,, = (—4)"/(2n)! fir alle n € Ny, was man vollig analog zum
ersten Fall mit vollstdndiger Induktion bestétigt. Dies liefert die Losung

NE
Wir haben jetzt zwei linear unabhéingige Losungen gefunden; die allgemeine Losung lautet damit

Asin(2+/x) Bcos(2\/5) (A.BER).

N N3
Bemerkung: Die Losung, die sich fiir p = p; ergibt, ist eine Potenzreihe; man hétte sie daher auch
mit einem normalen Potenzreihenansatz finden kénnen.

3 (A" w12 _ \/15 ) ((;37 (2v7)"" = cos(2y/z)

n=0

y(z) = Ay1(z) + Bya(z) =

Aufgabe 23 Durch Multiplikation der Differentialgleichung xvy” + 7y + %y =0 mit z € (0,00)
erhalten wir eine dquivalente Differentialgleichung, passend zu der Form (1) in 1.14,

22y + Ty +9y =0. (%)

In der Notation von 1.14 ist p(z) = 7 und ¢(z) = 9, so dass pp = 7 und qp = 9 ist, was auf die
determinierende Gleichung 0 = p(p—1)+7p+9 = (p+ 3)? fithrt. Diese hat nur p = —3 als Losung.
Nach dem Satz in 1.14 (mit p; = p2 = —3) hat (%) ein Fundamentalsystem der Gestalt

r) =2x Z e’ und y2(x) = (Inz)yi () + 2 Z dpx”,

wobei ¢y # 0 (und dy = 0; daher beginnt die Reihe im Ansatz fiir y, bei n = 1) mit zu berechnenden
Cnydp € R (n > 1). Fiir > 0 machen wir den abgewandelten Potenzreihenansatz

o

y1(z) = Z cpz 3

n=0
(wobei ¢y # 0 vorausgesetzt ist) und haben damit fiir die Ableitungen die Darstellungen

e} e}

yi(x) = Z(n —3)cpr™ yi(x) = Z(n —3)(n —4)c,z™ 0.

n=0 n=0



Also erhalten wir fiir die linke Seite der Differentialgleichung ()

o

o2y 4+ Tyl 4+ 9y = Z(n —3)(n —4)cpz™ 3

n=0

o0 o0
+ Z 7(n — 3)c,a" 2 + Z 9,z 3
n=0

( —4)4+7(n—3) + 9) cpz™ 3

n2e ™

oo
=
Da die rechte Seite der Differentialgleichung 0 ist, folgt ¢; = ¢o = -+ = 0. Setzen wir ¢g := 1, so

haben wir die Losung
= 1
=D "=
T
n=0

Wie zuvor festgestellt, kann man eine von y; unabhéngige Losung mit dem Ansatz

ln:n = -
y2(z) = (Inz)y; (z 3Zd Zdnx” 3
n=1

erhalten. Wegen

1-3nz —7+12Inz
/ o —4 i . -5
yo(x) = — i + nEZI(n —3)dpz" ", ys(x) = — + nEZI(n —3)(n —4)d,x" "

lautet hier die linke Seite der Differentialgleichung ()

~7+12Inz | _:
Pyl + Ty + Yyp = ———— + Z(n —3)(n — 4)dpz" 3

3
z n=1
1-3nz <« n-3
—|—7T—I—Z7(n—3)dnx 9—+29dnx
n=1
o0
- Z((n —3)(n—4)+7(n—3)+ 9)dnm”‘3
n=1
oo
— Z n2dnxn73
n=1
Da die rechte Seite der Differentialgleichung 0 ist, folgt diy = do = --- = 0. Also haben wir
Inz

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet somit

a+ fBlnx
23

y(x) = ayi(z) + Bya(z) = (,B€R).

Alternativ: Nachdem man y; berechnet hat, kann man die allgemeine Lsung von (%) auch mit dem
Reduktionsverfahren von d’Alembert gewinnen. Der Ansatz y(z) = yi(x)v(z) filhrt auf

22y + Tey + 9y = (y'l'v + 2y + ylv") + 7$(yiv + ylv') + 9y1v
= (ac2y/1/ + 7xyi + 9y1)v + (2ac2y/1 + 7$y1)v’ + x2ylv”

= (22%y] + Tzy1)v' + 2y10”



weil y; eine Losung der Gleichung (%) ist. Einsetzen von y;(x) = 5 und 9/} (z) = —3z~* liefert

,U//

6 7
22y + Txy + 9y = <2+2>v’+,
Z x xT

und dies soll = 0 sein. Fiir die Funktion w := v’ haben wir also nach Multiplikation mit z die
homogene lineare Gleichung

E+w’:0
x

mit der allgemeinen Losung

1
w(m):aexp </—xdm> :aexp(_lnx):% (CLGR).
(Man beachte z > 0.) Wegen w = v’ folgt daraus durch Integration
v(z) =alnz+b (a,b e R),

und die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir y lautet somit

alnz +0b

y(@) =n(eh(e) = — 35—  (a,beR).

Aufgabe 24 a) Hier ist f: R? — R, (z,y) — zy. Definitionsgemaf gilt fiir jedes x € R
yO(ZL‘) =1 ’
x x
y1(z) = 1+/ tyo(t) dt = 1+/ tdt =1+ 2%,
0 0

y2($)=1+/ tyl(t)dtzl—i—/ t1+1ydt=1+322+ Lot =142 4 L(E)2.
0 0

Damit kommen wir zu der Vermutung
1 sz?\Fk
yn(x) = Z o (%) fiir alle n € Ny,
k=0 "

welche wir per Induktion beweisen. Der Induktionsanfang ist schon gemacht; es fehlt noch der
Induktionsschluss: Sei n € Ny. Gilt die Formel fiir dieses n, so folgt

x v 1 t2k+1
yn+1(l‘)=1+/0 tyn(t)dt:1+/ tzkvﬁdt Z/ K2k

p2k+2 n+l 1 2

_1+Zklm_l+z k—|—1) (2)k+1_;j!<z>j‘

Nach Definition der Exponentialfunktion ergibt sich fiir die Grenzfunktion

y(x) == lim y,(x) = Z — (%) = %’/ fiir jedes z € R.

n—00 k!
=0

Wegen 0, f(x,y) = Oylxy] = z ist f beziiglich der Variablen y in I x R stetig partiell differenzierbar.
Somit folgt aus dem Fixpunktiterationsverfahren des Satzes von Picard-Lindelof, dass y tatséchlich
eine Losung des Anfangswertproblems ist. (Direktes Nachrechnen wire natiirlich auch moglich.)



b) Hier ist f: (—%, %) x R — R, (x,y) — 22 + xy?. Fiir jedes z € (—%, %) gilt

Yo(r) =0,

X
_ 2 1,3 1 ,8\2 5, 1.3 146 2 11 1 416
ys(x) = | P +t(3tP+ 5% dt=1a +/0 t(5t" + 355t T @opt ) dt

1.3, 1 .8 2 13 1 18
3% T g% T3593% t EorR?

Dass y(x) := limy,— o0 yn(x) existiert und das Anfangswertproblem 16st, folgt aus dem Satz von
Picard-Lindeldf, denn f ist stetig partiell nach y differenzierbar: 9, f(z,y) = 9,[2* + xy?] = 2xy.

c) i) Die Funktion f ist auf (—1,1) x (—1,1) stetig, denn sie ist in den einzelnen Teilbereichen
stetig und die Definitionen stimmen an den gemeinsamen Réndern iiberein.

ii) Fir jedes z € (—1,1) gilt
y(](ﬂl') = 07

y1($)20+/ f(t,(])dt:/ 2t — 0dt = 22,
0 0
y2($):/ f(t7t2)dt:/ Qt_4§dt:_x27
0 0
ys(x)=/ f(t,—tQ)dt:/ o di — 22 |
0 0

Wir brauchen nicht weiterrechnen und sehen, dass ¥, (z) = 22 fiir ungerade n und y, (z) = —2? fiir

gerade n > 2 gilt. Definiere also z1(z) := 22 sowie z3(z) := —a.

iii) Wegen
2(x) =21 # —22 =22 — 4% = f(z,z1(x)) und 2h(x) = —2x # 22 = f(x,22(7))

sind weder z; noch zy Losungen des Anfangswertproblems. Da f stetig ist, existiert aber nach dem
Satz von Peano eine Losung des Anfangswertproblems.

Insbesondere sieht man, dass f nicht stetig partiell nach y differenzierbar ist, denn sonst miisste
die Folge (y,) nach dem Satz von Picard-Lindel6f fiir n — oo gegen die (eindeutige) Losung des
Anfangswertproblems in einer Umgebung von 0 konvergieren.

Aufgabe 25 a) Die Funktion f ist stetig in = (was gar nicht explizit auftaucht) und y, also stetig
auf R%. Nach dem Existenzsatz von Peano hat das Anfangswertproblem (mindestens) eine Losung.

b) Falls y eine Losung der Differentialgleichung ist, so gilt ¥/(z) = f(y(x)) = 0, denn f nimmt nur
nicht-negative Werte an. Daher ist y monoton wachsend.

i) Es sei y eine Losung von y' = f(y) und es gelte |y(x)| > 1.
Idee: y 16st auch die modifizierte Differentialgleichung

y = fly) mit f(y) =y (1)

Dies ist wahr, denn f(y) = f(y) fiir alle y mit |y| > 1, und wir haben zusétzlich vorausgesetzt, dass
ly(x)| > 1 fiir alle z € I gilt. Da f (im Gegensatz zu f) stetig partiell nach y differenzierbar ist, ist
die Losung von 3’ = f(y) zusammen mit einem gegebenen Anfangswert y(xg) = yo nach dem Satz
von Picard-Lindel6f eindeutig. Unsere Uberlegung zeigt, dass die Funktionswerte von y eindeutig
durch die folgenden drei Eigenschaften festgelegt sind:



a) y 16st die urspriingliche Differentialgleichung y = f(y);
b) y erfiillt eine Anfangswertbedingung, etwa y(zg) = yo fiir gewisse xq, yo € R;

c) esgilt |y(z)| > 1 fir alle z € 1.

Beispielsweise durch Trennung der Variablen sehen wir, dass die Losung von (1) zusammen mit
dem Anfangswert y(z¢) = yo folgendermaflen lautet: y(x) = 0, falls yo = 0, bzw. im Fall yy # 0

y(@) g @ 1 1 1
n—/dz = =t —=z-7 < = —)t
— = — = — ylx) =—(r —x0 — .
/yo n”? Ju y(x) o 0 @) ( 0 yo)

ii) Wir notieren den Anfangswert yo := y(xo) und wenden dieselbe Idee wie bei i) an. Ist y eine
Losung von 3 = f(y) und gilt 0 < y(z) < 1 fiir alle x € I, dann ist y eine Losung der modifizierten
Differentialgleichung

v = f(y) mit f(y):= {\/g Y 2 Yo,

ﬁ(y =) + % ¥ <o
Man beachte, dass y ja monoton wachsend ist und somit nur die erste Zeile in der Definition

von f zum Tragen kommt. Das wichtige an der zweiten Zeile ist dann nur, dass f zu einer stetig
differenzierbaren Funktion wird. Wieder garantiert der Satz von Picard-Lindelsf (angewandt auf

die modifizierte Differentialgleichung ¢y’ = f(y)), dass y eindeutig festgelegt ist durch:
y 16st die urspriingliche Differentialgleichung 3 = f(y), v(zo) =0, 0 <uy(z) < 1.
Und wieder bestimmen wir y mit Trennung der Variablen (vgl. auch Bsp. 2) in 1.2)

r— )2
y(ﬂﬁ):(p-

Dann ist ¢/(z) = @ Da y(xz) > 0 und y/(z) > 0 fiir alle x € I gelten soll, fordern wir C' < xy.
Nun bestimmen wir die maximalen Losungen des urspriinglichen Problems:

Es ist klar, dass y = 0 eine triviale Losung von ¢ = f(y), y(0) = 0 ist.

Sei a € (0,00) und y : [0,a) — R eine maximale, nicht fortsetzbare Losung. Wir setzen
c:=sup{zx > 0: y(z) =0}

und
d:=sup{z > c: y(z) < 1}.

Aus der Vorlesung wissen wir, dass |y(z)| — oo fiir x — a— gilt (“Blow-up”). Daher ergibt sich
0 < ¢ < d < a. Aufgrund der Monotonie von y wissen wir, dass y eingeschrinkt auf (¢, d] eine
Losung wie in Teil ii) und auf [d, a) eine Losung wie in Teil i) ist. Da bei a der Blow-up stattfinden
muss, gilt y(z) = —(z—a)~! fiir alle v € [d,a). Wegen —(z—a)~! > 1 <= 2 > a—1 folgt zunsichst

d=a—-1.

(d-C)?
1

Da y als Losung insbesondere stetig ist, muss y(d) = = —(d — a)™! =1 gelten; somit fiihrt

FEinsetzen von d = ¢ — 1 und Umstellen nach C' auf
C=a-3.

Also ist y(x) = W fiir alle z € (¢,d] = (¢,a — 1], was auf ¢ = a — 3 fiihrt. Die Forderung
¢ = 0 ergibt schliellich a > 3.
Fazit: Es gilt a > 3 und y: [0,a) — R ist von der Form

0 ,r<a—3,

y(x) = (fc—(ézl—?)))2 z€(@a—3,a—1],
—(x—a)”t Jz€(a—1a).

Umgekehrt kann man leicht priifen, dass dieses y auch tatséchlich eine maximale Losung des An-
fangswertproblems ' = f(y), y(0) = 0 ist. Zusammen mit der trivialen Lésung y(z) = 0, z € [0, 00),
haben wir alle maximalen Lésungen bestimmt.



Aufgabe 26 Betrachte die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten
Koeflizienten

v a1y 4+ ay +agy =0, (%)
wobei ag, aq,...,a,_1 € R. Wir schreiben zy := vy, 20 :=¢/,..., 2, 1= y(”_l) und setzen
z1(z) y(x)
. () y'(x)
Z(x) = =
2n () y" D (x)

Erfiillt y die Gleichung (%), so ist Z’ eine Losung des folgenden Systems von Differentialgleichungen
erster Ordnung und umgekehrt:

no1(@) =y V(@) = z(2)
2 () = Y™ (z) = —apz1(x) — ar120(x) — ... — an_12n(2),
also
#(x) 0 1 0 0 21 (x)
2(x) 0o 0 1 22(x)
7' (z) = =1 N _ 0 : — AZ(z)
Zp 1 () 0 - 0 0 1 Zn-1(7)
Z;z(x —ap —aq s —Aap—2 —0anp-—1 Zn<x)
—AcRnXn
Wir rechnen nun per vollstdndiger Induktion {iber n € N nach
det(\ — A) = \" +a, 1 A\ P+ .+ ad+ag. (+)

IA: Firn=1gilt A= (—ao) € R™! und daher det(\ — A) = det (/\ + ao) = A+ ag.
IS: Sei n € N beliebig. Fiir dieses n sei (4) erfiillt (IV). Entwickeln nach der ersten Spalte ergibt

A —1
A =1
A -1
det (AT — A) = det
—_——— ..
ERn+l><n+1 A _1
ap ar az - Gp_1 A+ay
A =1 -1
A =1 A =1
= Adet + (=1)""2qq det A1
A -1
ar az -+ Ap—1 A+ap A -1

v A" + an)\”*l + ... +aA+a)+ (—1)n+2ao(—1)n
=N L@, A+ aod? Fag ) +ap.
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