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Aufgabe 27 a) Das System kann man dquivalent umschreiben zu

u'(t) 31 -1 u(t)
V)l =11 3 -1 v(t) | . (%)
W' (1) 3 3 —1) \w()

=:A

Wir bestimmen zunéchst das charakteristische Polynom von A mit Hilfe der Regel von Sarrus

3-2 1 —1
det(A — XI) = det 1 3-x -1
3 3 —1-2\
=(3-N%(-1-X2)—=3-3-383-X(=1)—=3(-1)3-N) —(=1-2))
=M 45X\ -8\ +4
=—(A-1DA\=-2>2%

Also sind 1 und 2 die Eigenwerte von A (mit der algebraischen Vielfachheit 1 bzw. 2).

Nun bestimmen wir die zugehorigen Eigenrdume. Der Eigenraum zum Eigenwert 1 lautet

21 -1 1
Kern(A—I)=Kern (1 2 —1| =lin{|1]}.
3 3 -2 3

Fiir den Eigenraum zum Eigenwert 2 ergibt sich

1 1 -1 0 1
Kern(A—2I)=Kern |1 1 —1| =ln{|1],]0]}.
3 3 -3 1 1

Damit erhalten wir ein Fundamentalsystem von (k)

1 0 1
1), 1], €|o],
3 1 1

u(t) 1 0 1 et 0 e
v(t) | =cret [ 1] + e | 1] +eze® (0] = et €2 0 ]e, ¢=(c1,c9,c3) € R3,
w(t) 3 1 1 3et e 2

gegeben ist.
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b) Wir bezeichnen die Matrix des gegebenen Systems jeweils mit A.

i) Fiir das charakteristische Polynom ergibt sich hier

1-x 0 0 Ly o
det(A — AI) = det 2 1-X =2 :(1—)\)det< 9 1)\>
3 2 1-A

=(1-N(1=N?+4) =1-NA\-21+5).

Die Eigenwerte von A sind also Ay = 1 und A2 3 = 1 £ 2¢. Zum reellen Eigenwert A\; = 1 gehort der
Eigenraum

00 0 2
Kern(A—XMNI)=Kemn (2 0 -2 | =ln{(-3]},
3 2 0 2

und damit erhalten wir als eine Losung des Systems ¢’ = Ay die Funktion

2

Zum nicht-reellen Eigenwert Ao = 1 + 2¢ gehort der Eigenraum

-2i 0 0 0
Kern(A— (1+2i)])=Kem [ 2 —2i -2 | =Ilin{| 7 |},
32 -2 1

so dass eine komplexe Losung des Differentialgleichungssystems ¢’ = Ay gegeben ist durch

0 0 0 0
020t [ 5] = ¢t (COS(2t) + isin(2t)) i| =€ | —sin(2t) | +ie" [ cos(2t)
1 1 cos(2t) sin(2t)

Die Aufteilung in Real- und Imaginérteil liefert dann die zwei reellen Losungen

0 0
Ga(t) = e | —sin(2t) und  @3(t) =€ | cos(2t) | ,
cos(2t) sin(2t)

und ein Fundamentalsystem von ' = Ay ist bestimmt, nédmlich 51, ggg, 53. Die allgemeine Losung
des Systems ¢’/ = Ay lautet somit § = c1¢1 + cad2 + c3¢3 mit ¢1,co,c3 € R.

ii) Das charakteristische Polynom ist diesmal

-2 0 1 0

0 =X 0 1
det(A — \I) = det 11 9 1

1 -1 1 —-1-A

Um diese Determinante zu berechnen, addieren wir zunéchst die dritte zur vierten Zeile, subtra-
hieren dann die zweite von der vierten Spalte und entwickeln anschlielend nach der ersten Zeile

-\ 0 1 0 -A 0 1 0
_ 0 —-x 0 1] 0 —A 0 142
det(A — XI) = det 1 1 —9-x 1 = det 1 1 —2-x o0
0 0 —1-X —)\ 0 0 —1-X =X
A0 142X 0 —A 142X
= Adet [ 1 —2-X 0 |+(=D"1.det| -1 1 0
0 —1-X =)\ 0 0 -\

= AN (22 =T+ X))+ A2 = AN +307 +30+1) = XA+ 1)°.



Zum Eigenwert A = 0 gehort der Eigenraum

0 0 1 0 1
0o 0 1 . 1
Kern(A — 0I) = Kern 11 -9 117 lin{ 0 +,
1 -1 1 -1 0
und dies liefert als erste Fundamentallésung des gegebenen Systems
1 1
- 1 1
— 0t —
0 0
Zum Eigenwert A = —1 erhélt man den Eigenraum
1 0 1 0 1
1 0 1 . 0
Kern(A + I) = Kern 1 1 -1 1 = lin{ 1 +,
1 -1 1 0 0

der eindimensional ist und uns daher nur eine weitere Lésung gibt, ndmlich

1
52(t) = e_t _01
0

Wir ergénzen den einen gefundenen Eigenvektor zu einer Basis von

0 1 01 1 1
0 11 0 1
2 o
Kern(A + I)* = Kern 1 -1 1 0 = lin{ 100! o Iz
0 0 0O 0 -1

und erhalten als dritte Losung die Funktion

1 1 1 1

- 1 1 1 0
_ _ —t t

¢p3(t) =e 0 +t(A+1) 0 =e 0 +te 1

-1 -1 -1 0

Immer noch fehlt uns eine Losung fiir das Fundamentalsystem, daher betrachten wir

1 011 1 1 0
1 011 0 1 1
3 L
Kern(A + I)° = Kern 0000 = lin{ 11 1ol 1o }
0 00O 0 -1 0

Eine vierte und letzte Fundamentallésung ist somit

0 0 0
sy = | || +easn | [+irarn | ||
0 0 0
konkret ausgerechnet also
0 0 1
Gu(t) = e (1) +te”t i + 1t 1
0 -1 0

Fazit: Ein Fundamentalsystem von 1’ = Az ist durch 51, 52, 53, 54 gegeben.



Aufgabe 28 Zunichst ermitteln wir ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Glei-
chung ¢’ = Ay. Offensichtlich sind 1,3 die Eigenwerte von A. Wegen

0 00 1
Kern(A—I)=Kerm [0 2 1| =1lin{| 0]}
0 0 2 0
ergibt sich eine erste Fundamentallosung
1 el
pr(t)=e"{0]=1]0].
0 0
Wegen
-2 00 0
Kern(A—-3I)=Kern|[ 0 0 1| =Iln{|1]}
0 0 O 0
ist durch
0 0
(bz(t) — eSt 1] = €3t
0 0
eine zweite Fundamentallosung gegeben. Weiter gilt
4 0 0
(A-30?=1(0 0 0
0 00
0 0
Infolgedessen lisst sich | 1| durch (z.B.) [ 0| zu einer Basis von Kern(A — 3I)? ergéinzen. Dies
0 1
liefert gemafl Vorlesung als eine weitere Fundamentallosung
0 0 0 0 0
dst) =€ (0| +tA=3D) (0] | =€ {0o]+t|[1]|]| =]t
1 1 1 0 e’

Damit erhalten wir als ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung i’ = Ay

| | | et 0 0
O(t) = | ¢1(t) da(t) @a(t) | =0 € te], teR
| | | 0 0 ¢

Eine spezielle Losung ¥, der inhomogenen Gleichung §' = Ay + b(t) lasst sich durch Variation der
Konstanten bestimmen (vgl. S. 31, Skript). Danach ist ¢, gegeben durch

Gp(t) = 0 (1) / OL(1)6(t) dt

Die zu invertierende Matrix ®(¢) ist eine Blockmatrix der Form <61 g) mit den reguléren Matri-

e3t t€3t
0 €3t
berechen. Mit der bekannten Formel fiir die Inversion einer 2 x 2-Matrix

zen A = (e') und B = ( 0 p-

-1
. Die Inverse von solchen Matrizen kann man durch ( 0 >

-1
a b 1 d -b :
(C d) _ad—bc( ) (a,b,c,d € C mit ad — be # 0) (1)

—C a



3t 3t -3t -3t
erhilt man B~ = % <€ ?ft ) = <€ tf?)t ) Dies fiithrt dann auf

0 e 0 e
et 0 0
)y t=| 0 e ¥ —te 3|,
0 0 e 3t
woraus
. te™t [tetdt —tet—e7t
t/@@)lwwm:i/ Bte 3t —t | dt = [ [3te™ —tdt | = [ —te™3 — fe73 — 1
1 [1dt ¢
folgt. Dies ergibt schliefllich
e 0 0 te™ et t+1
R O O W e T e e R B
0 0 & —1 —tedt

Damit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

et 0 0 c1 t+1
Gty =0t)e+g,t) =0 € te¥ | (o] — [t+ 31— 512
0 0 e c3 —tedt
cret —t—1
= (02+03t+%t2)63t—t— % , Z=(c1,c2,¢3) € R3.
(cg+t)e3

Die Anfangsbedingung besagt 4(0) = o, also

Cc1 — 1 1
62_% — 2 R dh 01:2,62:%03:0
C3 0
Somit ist
2et —t —1
N 7 1 1
gt) = | (5 + 31 —t — 3
tet

die Losung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 29 a) Bezeichnet man die Matrix des Systems mit A, so gilt

2 _ (1 0Y _

woraus A%¥ = (A2)F = [¥ = [ und A?**1 = A%k A = A = A fiir alle k € Ny folgt. Damit ergibt
sich fiir jedes t € R

o0

1 l 1 2k A2k 1 2k+1 A2k+1
= g = g A%+ E —_ A
l (2k:) ! (2k + 1)! t
1
12k 2k+1
= E I+ E b A= +
2 k1)1 cosh(t)I + sinh(t)A

k
- (Z?§E§§ :z;;iw

Also ist die allgemeine Losung von ¢’ = Ay gegeben durch

0 = = (Lol ) o, () s (S), o e e



b) Schreibt man ¥ = (y1,y2), so besagt die gegebene Differentialgleichung gerade

()= ()

woraus sich y] = y) = y; ergibt, also v’ —u = 0, sofern u := y; gesetzt ist. Fiir das charakteristische
Polynom dieser homogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten ergibt sich
A2 —1= (A—1)(A+1). Da dieses die einfachen Nullstellen 41 besitzt, lautet die allgemeine Losung:
y1(t) = u(t) = are! + aze™t, a1,as € R. Andererseits erfiillt yo die Gleichung y§ = 3} = ya, also
v" — v = 0 fiir v := yo mit der allgemeinen Losung yo(t) = v(t) = bie! + boe™t, by, by € R. Aus der
Bedingung y} = y2 ergibt sich dann b; = a; und by = —ag, was auf die allgemeine Losung

(2O) (D) rm (), e

fithrt. Diese stimmt tatséchlich mit der in a) gefundenen Losung iiberein. (Man muss sich nur an
cosh(t) = 3(e! + e7") sowie sinh(t) = (e’ — ™) erinnern und ay, as entsprechend anpassen. )

Aufgabe 30 a) Wir berechnen zunichst A? = (_11 _11> <_11 _11) = (_22 _22> = 2A.

Daher gilt A% = A?2A = 24A = 2(2A) = 237! A4, und induktiv folgt A™ = 2" 1 A fiir jedes n € N.
Somit lautet die Matrixexponentialfunktion

[e'S) [e%S) 9]

tn o 1S (26)" 1

tA Yoon Y oon—1 4 _ - I

= A —I+Zn!2 A—I+2Z A4
n=0 n=1 n=0

1 o N A
_5(2I+€ AA)_Q(l—th 1+e?)” beR.
b) Wir schreiben A = B + C' mit
42 0 O 01 2
Bi=|0 42 0] =421, C:=[0 0 2
0 0 42 0 00

und stellen fest, dass BC' = 421C = 42C1 = CB erfiillt ist. Daher gilt nach (1) in Abschnitt 3.5

et = HB+C) = tBlC fir jedes t € R.

Zum einen ist

o0 o0 oo
tn (42t)™ (42t)™
tB __ n __ n __ _ 42t
e _ZHB => St _<Z | =
n=0 n=0 n=0
und zum anderen
© 2 1t 2t+¢t2
N on=T+tC+—-C*=(0 1 2
e ' + + 5 ,
n=0'" 00 1
denn
0 0 2 0 00 0 00
c?’=(0 0 o], ci=10 0 0], cr=c"3c3=1(0 0 0| fiir allen > 3.
0 00 000 0 00
Insgesamt erhélt man
1t 2t+¢2
et = etBetC =% |0 1 2t , teR.
0 0 1



c) Wir zeigen zuerst den Hinweis: Sei dazu B € R™*™ und S € R™*" regulir. Dann gilt

(SBS 1?2 = (SBS 1 (SBS™!') =SB(S7'S)BS™! = sB?s~!

und induktiv folgt fiir alle k € N

(SBS~Hk =

SBks—1,

Nach Definition der Matrixexponentialfunktion ergibt sich somit fiir jedes ¢t € R

[e.e]

k=0

k oo Lk o Lk
tSBs—l_Zt —1k_zt ka—1 _ Zt k) o—1_ a.tBa—1
k=0 k=0

Wie in Aufgabe 27 a) gesehen, sind 1,2 die Eigenwerte von A mit den zugehorigen Eigenrdumen

1
Kern(A—1I)=1lin{| 1|}
3

und

0
Kern(A —2I) =lin{| 1

1
o]
1 1

Insbesondere gibt es eine Basis des C? aus Eigenvektoren von A, so dass A diagonalisierbar ist.

Definiert man

1 1
S=1(11 0],
3 11
dann gilt (vgl. HM II)
1 00
StAas=1[(0 2 0| =:D.
0 0 2
Wegen
et 0 0
eP=10 ¢€* 0
0 0 e

1 01 e 0 0 -1 -1 1
et = tSDSTH _getDg=1 — [ 1 1 o) |0 €2 o 1 2 -1
311 0 0 e 2 1 -1
262t _ ot e2t _ ot —e2t 4ot
= et —et 2% —et eyt |, teR
3e?t — 3et 3e2t — 3¢t —2e2t + et

Aufgabe 31 a) Ist die linke Feder um s; und die rechte Feder um s, ausgelenkt, dann ist die
mittlere Feder um sy — s1 ausgelenkt. Nach dem Hookeschen Gesetz ergibt sich fiir die Kraft, die
auf den linken Wagen wirkt:

F1 = —C1S51 + 62(82 — 81>

~—— —
Riickstellkraft

durch die mittlere Feder

Riickstellkraft
durch die linke Feder

Entsprechend erhélt man fiir die Kraft auf den rechten Wagen
F2 = —C1852 — C2(82 — 81) .
Anwendung des Newtonschen Gesetzes fithrt dann auf

ms; = —(61 + 62)81 + c282,

mSg = C2S1 — (01 + 62)82 .



b) Die Matrix des Systems werde mit A bezeichnet. Da A € R?*? symmetrisch ist, ist A diagona-
lisierbar. Fiir das charakteristische Polynom von A ergibt sich

det(A—)\I) = (—)\_ M)Q _ (%)2

m

—at2¢ (wegen ¢y > 0 sind diese verschieden).

mit den einfachen Nullstellen —~* und
Der Eigenraum zum Eigenwert A\; := —ZL lautet

_c c2 1
Kern(A —M\I)=Kern|( " " | =lin{ <1>}

m m
und zu Mg = —%
2 1
Kern(A — X\2I) = Kern (2 2) = lin{ <_1> .
m m
Mit

erhilt man somit

Ist

gesetzt, dann folgt

(§1> =51 (‘?1) =574 (81> =5714s8 (§1> =D (§1> :
S92 S9 S9 S92 S92

Dies ist ein System von zwei entkoppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung

51= M5 =43,
$o = Nodp = —atleg,
Das charakteristische Polynom von 51+ 7L 51 = 0 besitzt die einfachen Nullstellen :l:i\/% (man
beachte L > 0). Infolgedessen lautet die allgemeine Losung von 81 + 757 =0

51(t) = k1 cos(y/% 1) + kasin(y /S 1), k1, ke € R.

Entsprechend erhélt man

So(t) :krgcos(\/%t)—l-kz;sin(w% ), k3, ks € R.

Die gesuchten Losungen s, s2 lassen sich nun aus
S1 :51 gl + gg
=S|l )= =
59 59 S1 — 89

(10 = (VD sin ) ko) ksl
b cos(/5 ) + hysin( /1) — ks cos(y/21225 1) — kysin( /22 )

flir beliebige k1, ko, k3, k4 € R.

berechnen, also

:
:

s2(t)




Alternativ konnen wir das gegebene System 2. Ordnung in ein System 1. Ordnung umschreiben.
Dazu fithren wir die beiden Hilfsfunktionen hy := $; und hs := $3 ein und notieren zur Abkiirzung

o= %, B := 2. Das System
§1 . —Q ﬁ S1
) \ B —a)\s

ist dann dquivalent zu

51 0 1 0 O S1
hil] |[-a 0O B O h1
] 710 0o 0 1]]s ()
hy 8 0 —a 0 ho
Das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix, welche wir mit B bezeichnen,
-2 1 0 0
_ —a =X 0
det(B — \I) = det 0 0 -\ 1
6 0 —a —A
-2 B 0 —-a B 0
PPt _Adet [ 0 =X 1 |+ (=D 1-det| 0 X 1
0 —a =\ B —a =X

Entw. S1 _)\ 1 _)\ 1 O 1
bzw. Z1 2
= A det (—a _)\>+ozdet (—a _)\>+ﬂdet <ﬁ _>\>

= XA+ +aW+a) - =1 +2a\+ (a—p)(a+ )
= (NHa-pHN+a+p)

besitzt die einfachen Nullstellen +iy/a — 8 und +iv/a + § (man beachte a — 3, + > 0).
Ein Eigenvektor zum Eigenwert iv/a — (3 lautet

1
Wa— 0
1

iWa— 0

Somit haben wir eine (nicht-reelle) Losung von ()

1 1
eiva=pt ival_ﬂ = (cos(v/a — Bt) + isin(y/a — 3t)) ! al_ﬁ

ivoa—p ivo—p
cos(va — ft) +isin(v/a — [t)
iva— feos(va— Bt) —va— Fsin(va — (Bt)
cos(va — ft) + isin(y/a — Bt)
iva — fBeos(va— Bt) —va— Bsin(va — Bt)

Durch Zerlegen in Real- und Imaginérteil erhalten wir zwei (reelle) Fundamentallésungen von (k)

cos(va — (Bt) sin(v/a — (t)

e e B G
—va = Bsin(va — Bt) Va — Beos(va—[Bt)



Ein Eigenvektor zum Eigenwert iv/a + (3 lautet

1
iva+ B3
—1
—iJa+ 3
Da
. 1
etVatht Z@ = (cos(v/a+ Bt) +isin(y/a + 3t)) Z@

—iva+p3 —iva+
cos(va + ft) + isin(y/a + Bt)
iva+ Beos(va+ Bt) — va+ Bsin(va+ Bt)
—cos(v/a+ Bt) —isin(v/a + Bt)
—iv/a+ Beos(Va+ Bt) + Va+ Bsin(Va + Ft)

gilt, erhalten wir zwei weitere (reelle) Fundamentallésungen von (%)

cos(va+ 3t) sin(va + Bt)

Folt) = —Va+ Bsin(ya + Bt) Fu(t) = Va+ Beos(va+ 3t)
—cos(va + ft) ’ —sin(va + ft)

Va+ Bsin(va + Bt) —va + Beos(Va+ Bt)

Zusammen folgt, dass die allgemeine Losung von () durch
Sl(t
ha(t
so(t

(

)
; = 1B (t) + kaBo(t) + kads(t) + kadat)  (ka, o, ks, s € R)
ha (£)

gegeben ist. Betrachtet man hier nur die erste und dritte Komponente, so hat man

<31(t)> _ k1 cos(va — Bt) + ke sin(v/a — Bt) + ks cos(v/a + Bt) + kysin(yv/a + Bt)
s2(t) k1 cos(va — Bt) + ke sin(v/a — Bt) — kg cos(v/a + Bt) — kysin(yv/a + Bt)

fiir beliebige ki, ko, k3, k4 € R. Setzt man hierin die Werte von «, 3 ein, dann erhélt man das
Ergebnis von zuvor.
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