Erginzung zum 6. Tutorium

Ho6here Mathematik III fiir die Fachrichtungen

Elektroingenieurwesen, Physik und Geodisie

I. Beispiele partieller Differentialgleichungen

Hier:
jeweils partielle Differentialgleichung von zweiter Ordnunyg,
gesuchte Losung u : R? — R, u = u(zx, y, 2).

3Uge Ty, +5u =0 linear (mit konst. Koeff., homogen)
2YUzr  +sin(r)ug, +ziu =e*Y  linear (inhomogen)

2YUze  +sin(m)ug, +u? =Y quasilinear (,genauer®: semilinear)
YUy  +sin(z)ug, +uyu ="V quasilinear (,genauer®: semilinear)
ZYUgy  FUyUg, tuyu = e*tY  quasilinear

ZYUgy  FUgyly, tuyu = e*tY  woll nicht-linear

11. Beispiele zu Charakteristiken

a) Bestimmen Sie die Losung von:

2zy0,u + 8yu = u, (z, y) € RQ,
u(z,0) = =, z € R.
Lésung:

Fiir die entsprechenden Bezeichnungen aus der Vorlesung gilt:

a(x,y,u) = < 2? > b(z,y,u) = u.

Anfangswerte sind vorgegeben auf I' = {(&,0) : £ € R}.

Das charakteristische System lautet:

K (s) = a(k(s),w(s)) = @(ki(s), ka(s), w(s)) = < 2k:1(8£k:2(s) >

—

w'(s) = b(k(s), w(s)) = b(k1(s), k2(s), w(s)) = w(s).

Fiir jedes feste E = < g ) € I 16sen wir das charakteristische System mit folgenden Anfangs-

- 3
werten (vgl. Abschnitt 4.4): < k ) (0) = < 0 )
v 1(€.0)
Also k1(0) =&, k2(0) =0, w(0) = f(&,0) =&.
Somit folgt ka(s) = s und damit k] (s) = 2k;(s)-s, also ki (s) = e’ AuBerdem folgt w(s) = Ee®.

Fiir jedes feste E = ( g > € I erhalten wie so eine Charakteristik. Diese bezeichnen wir mit

—

k(- ) . (Es gilt also k(s, &) = ( e > und w(s,§) = e fiir alle s € R.)
w(ag) s



Zur Veranschaulichung zeichnen wir einige Grundcharakteristiken (némlich fiir £ = 0 (griin), fiir
€ =1/2 (gelb), £ =1 (violett), £ =2 (blau) und fiir £ = —1 (tiirkis) in den Argumentraum:

X3

(Das ist natiirlich jeweils der an der ersten Winkelhalbierenden gespiegelte Funktionsgraph der
Funktion s — £e”.)

Wir wollen nun den Wert der Losung an einer (beliebigen aber festen) Stelle (z,y) bestimmen.
Dazu iiberlegen wir uns, welche Grundcharakteristik durch (z,y) verlduft: Wir suchen also

£ = ( g ) € I' (und damit eine Grundcharakteristik k(-,£)) so, dass es ein s € R gibt mit

—

s? _ —
k(s,€) = ( :; ) Das ist gleichbedeutend mit { Zlgs’g =&t =w bzw. { Z_ Z:e‘f .
2(8,5) =5=Y =

ze v’
0
Punkt (z,y) (und zwar bei s = y). Wir haben also wieder den Fall, dass die Grundcharakteri-

stiken den gesamten Argumentraum iiberdecken und sich nicht schneiden.)

(Das bedeutet: Die Grundcharakteristik k(-, < >) (und nur diese) verlduft durch den

—y?
Den Wert der Losung an der Stelle (z, y) erhalten wir jetzt durch Auswerten von w(-, < a:eo >)

bei s = y: ) I P , .
u(:p,y) = u(k(y> ( 0 >)) = w(y, ( 0 )) =xe VeV =xe¥yY.

Probe: Aus )
dyu(z,y) = e Y
und ,
Oyl y) = ver ™V (1 - 2y)
folgt

2zy0u(z,y) + Oyu(z,y) = 2$yey_y2 eV 2myey_y2 = eV V' = u(z,y),
d.h. u ist tatséchlich Losung der gegebenen partiellen Differentialgleichung. Auflerdem ist
u(z,0) =z

fiir jedes x € R erfiillt.



b) Sei D := {(x,y) € R?: 2,y > 0}. Betrachten Sie die Differentialgleichung

r0ru + yOyu = g
x

in D und bestimmen Sie die Losung v = u(z,y) dieser Differentialgleichung, die der Bedingung
u(€,€%) = € fiir alle £ > 0

geniigt. Wie sehen die Grundcharakteristiken aus?

Skizzieren Sie in der (z,y)-Ebene die Kurve I, auf der die Anfangswerte vorgegeben sind, sowie
einige Grundcharakteristiken.

Uberpriifen Sie, ob Thre Berechnung tatsichlich eine Losung der Differentialgleichung geliefert
hat.

Auf welcher Teilmenge von D ist die von Ihnen berechnete Losung erklart?

Lésung:

Das charakteristische System der gegebenen Gleichung lautet

Ki(s) = ka(s)

ko(s) = ka(s) (CS)
/ _ kQ(S)

w'(s) = ()

Die Anfangswerte sind vorgegeben auf I' = {(£,£2) : € > 0}. Zu festem ge I, d.h. 5: <§2>

fiir ein £ > 0, lauten die Anfangswerte fiir das charakteristische System:

. - k1(0) = ¢
<Z((%))>:<f(§§)> e ’1%%83 b

Fiir festes £ > 0 erhélt man als eindeutige Losung der ersten beiden Gleichungen von (CS) mit
obigen Anfangswerten die Grundcharakteristik

- (49)- (). ven

Dies ist eine Halbgerade durch < gz > und ( 8 ) ohne den Ursprung. Alle Grundcharakteri-

stiken sind also Halbgeraden durch ( 8 ) in D.



Skizze:

Berechnung der Losung: Es ist klar, dass durch jeden Punkt (z,y) € D genau eine Grundcha-
rakteristik verlduft. Dabei gilt

r\ _ =z x\ [ &e® _y T xj
<y>—/€(s,§) = <y>_<§265> = f—xund s—lné—lny.

Also ist

T

u(-T?y) = w(5’§)|3:1n£ =y
Yy k)

Beachte, dass %w(s,f) = ka(s€) _ ¢ (vgl. (CS)) ist, was wegen w(0) = £ auf

w(s, ) = w(0,8) +&s = (1 +s)
fithrt. Man erhélt also fiir jedes (z,y) € D

Y
uwy) = L1+

Probe:
Fir (z,y) € D setze z := z(z,y) = (1 + 1n(§)) Dann gilt
y Y.y 2z y 2y
==t G ) =t

2” Tzt 2 .z
also
ﬂ?@xu—f—yayu: _gz+%+32_g — Q’
T r T r T
d.h. u ist tatsdchlich Losung. Auflerdem ist fiir alle € > 0
2 2
u(é, &%) = i(l + ln(;)) =¢

erfiillt.

Die Losung existiert auf ganz D.



