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Hohere Mathematik ITI
fiir die Fachrichtung Physik

Aufgabe 6 a) Hier ist P(x,y) = y+2 und Q(z,y) = —y+2z. Es sind P und @Q stetig differenzierbar
auf R? und es gilt

OyP(z,y) =1=0.Q(,y),
also ist die Gleichung exakt. Als nichstes suchen wir eine Stammfunktion zu (P, @), d.h. eine Funktion
F mit
O F(z,y) = P(z,y) =y +z und 9,F(z,y) = Qz,y) = —y + .
Integrieren wir die erste Gleichung nach x so erhalten wir

F(z,y) = zy + 52° + c(y),

wobei ¢(y) eine von y abhingige Integrationskonstante ist. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert
F(@y) =z+dy)=—y+e < dly)=-v.
Wir kénnen ¢(y) = —1y? wihlen und erhalten
F(z,y) = 5(2* + 22y — y°)

als mogliche Stammfunktion (beachte: es ist nur eine Stammfunktion gesucht). Die Losungen sind
daher implizit gegeben durch
2?2 4+2zy—y>=¢, ceR.

b) Hier ist P(z,y) = 2ze¥ — 1 und Q(z,y) = 2%e¢¥ 4 1. Diese sind beide stetig differenzierbar auf R?
und partielles Ableiten fiithrt auf

ayp(xa y) = 2ze¥ = axQ(xay)

Die Gleichung ist also exakt. Analog zu a) konnen wir nun eine Stammfunktion bestimmen und
erhalten als Ergebnis
F(z,y) = 2%e¥ —x 4.

Die Losungen sind daher in impliziter Form gegeben durch

22 —x+y=c, c€eR.

Aufgabe 7 Setzen wir P(z,y) := cosy + 2xy und Q(z,y) := 2?> —y — xsiny, so sind P und Q stetig
differenzierbar auf R? und es gilt

D.h. die Differentialgleichung ist exakt und wir kénnen die Losung mit Hilfe einer Stammfunktion F
bestimmen. Hierbei fordern wir 0, F = P und 0, F = Q. Integration der ersten Gleichung fiihrt auf

F(z,y) = xcosy + z°y + c(y).
Ableiten nach y und Anwenden der zweiten Bedingung ergibt

Oy F(z,y) = —xsiny + 22 + () = 22

—y—zsiny < d(y)=—y
und es folgt c(y) = —%y? Damit ergibt sich die allgemeine implizite Darstellung der Losung zu
F(z,y) =2’y +acosy — 3> =¢, ceR.

Um die Konstante ¢ zu bestimmen, setzen wir die Anfangsbedingung ein: F(0,v/2) = —1 = ¢. D.h.
die Losung ist implizit gegeben durch

2%y 4+ xcosy — %yQ =—1.



Aufgabe 8 a) Die Gleichung ist von der Form P(z,y) de+Q(z,y) dy = 0 mit P(z,y) := %+2y2 und
Q(z,y) := yx. Gesucht ist ein nur von z abhingiger integrierender Faktor u(x,y) = p(x). Partielles
Ableiten fiihrt auf

Ay (u(x)P(z,y)) = dyp(z) und 0, (u(2)Q(x,y)) = yrp' () + yp ().

Gleichsetzen liefert u'(x) = %u(z) Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist p(x) = cx
¢ € R. Da wir aber nur einen Multiplikator brauchen, kénnen wir ¢ # 0 beliebig wéhlen, z.B. ¢ = 1.
Dies fiihrt auf die exakte Differentialgleichung

3
’

(z + 223y%) dz + yz* dy = 0.

Wir bestimmen nun eine Funktion F mit 9, F(z,y) = z + 223y? und 9, F (z,y) = yz*. Integrieren wir
die erste Gleichung beziiglich z, so erhalten wir

F(z,y) = 52° + 52"y + c(y).
Anschliefiendes Differenzieren beziiglich y ergibt
O, F(a,y) =a'y+dy) Za'y < @) =0,
d.h. c ist konstant. Damit ist die allgemeine Losung in impliziter Form gegeben durch
22 +zty(x)? =¢, ceR.

b) Da y = 0 keine Losung der Differentialgleichung ist, kénnen wir durch y teilen und erhalten nach
kurzem Umformen die Differentialgleichung

V(@) =~ 2y(a) ~ —y(a)

Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung mit Exponenten v = —1. Daher machen wir den
Ansatz z(r) := y(z)?, welcher uns auf folgende Differentialgleichung fiihrt:

4 2
#(z) = —52( ) — ey
Die allgemeine Losung dieser inhomogenen linearen Differentialgleichung ist gegeben durch
z(x):c%—% ceR.
Riicksubstitution fithrt schliefflich auf
y(z)? = c% — % — 2+aty(x)®=c¢, ceR.
x x

Aufgabe 9 Mit P(z,y) := tan(zy) + zy und Q(x,y) := 2? erhalten wir
0y P(2,y) = 20 + wtan?(zy) £ 20 = 0,Q(z,1),

also ist die Differentialgleichung nicht exakt. Multiplikation mit dem Eulerschen Multiplikator p(z,y) :=
u(zy) und anschliefendem Ableiten fithrt auf

0y (u(z,y)P(z,y)) = zu' (zy)(tan(zy) + xy) + u(y) (2 + o tan®(zy)),
0z (u(a,y)Q(z,y)) = yu'(xy)a® + 2zu(zy).
Setzen wir diese Ausdriicke gleich, so erhalten wir

v (zy) + tan(zy)u(zy) = 0 =l u'(t) = — tan(t)u(t).



Eine Losung dieser linearen Differentialgleichung ist u(t) = cos(t). Damit ist p(z,y) = cos(zy) ein
integrierender Faktor und die neue exakte Differentialgleichung lautet

(sin(zy) + zy cos(zy)) dz + (2% cos(zy)) dy = 0.
Zu dieser bestimmen wir nun eine Stammfunktion F'. Integration von u@ beziiglich y liefert
F(z,y) = zsin(zy) + c(2),
und anschlieffendes Ableiten nach x und Gleichsetzen mit P fiihrt auf ¢/(z) = 0, d.h. ¢ ist konstant.

Damit ist die allgemeine Losung gegeben durch F(z,y) = zsin(zy) = ¢, ¢ € R. Einsetzen der

Anfangsbedingung ergibt F'(1, %) = % = c. Die implizite Losung ist daher gegeben durch

1

rsin(zy) = 3.

Auflosen nach y liefert die explizite Losung
1

y(z) = Larcsin(g), firz > 3

(beachte, dass arcsin bei = 1 nicht differenzierbar ist und daher x = % nicht zum Definitionsinterall
der Losung gehort).

Aufgabe 10 Da die Funktion f holomorph ist, gelten fiir sie die Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen, d.h. 0,u = Oyv und Oyu = —3J,v. Damit die Differentialgleichung exakt ist, muss
auBerdem dyu = d,v gelten. Wir suchen daher Funktionen u,v : R* — R mit

(1) Oyu=0yv, (2) Oyu=—0yv, (3) Oyu=0,v.
Erfiillen u und v diese Gleichungen, so folgt

Ozv ® Oyu @ —0zv,

d.h. es gilt d,v = 0, und damit auch dyu = 0. Folglich ist u(z,y) = U(x) und v(z,y) = V(y) fir
gewisse Funktionen U und V. Wegen (1) folgt U'(x) = V/(y) fiir alle 2,y € R. Das bedeutet aber,
dass U'(z) = V'(y) = a mit einer gewissen Konstante a € R gelten muss. Somit haben wir

u(z,y) =U(x) =ax+c1 und ov(z,y) =V(y) =ay +c2

mit gewissen Konstanten ci,co € R. Man bestétigt nun leicht, dass fiir diese Funktionen tatséchlich
alle drei Gleichungen erfiillt sind. Fiir z = a + iy folgt

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) = ax + ¢1 + i(ay + c2) = az + b, wobel b := ¢1 + ica.

Die Gleichung ist also genau dann exakt, wenn f(z) = az + b mit ¢ € R und b € C gilt.



