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Hohere Mathematik ITI
fiir die Fachrichtung Physik

Aufgabe 16 Bei allen Aufgabenteilen handelt es sich um (homogene bzw. inhomogene) lineare
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Fiir die jeweilige homogene Gleichung machen
wir hier stets den Ansatz

y(z) =M, NeC.
a) Setzen wir den Ansatz ein, so erhalten wir

A 3NN — AN 43N =0 = A -3A-A4+3=0.

Nun raten wir eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms (z.B. Ay = 1), fiihren eine Polynom-
division durch und l6sen anschlieend die dabei entstehende quadratische Gleichung. Dies fithrt uns
auf

M o3A2 - A+3=(A-1A=3)(\+1)=0,

d.h. Ay = 1,2 = 3 und A3 = —1 sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Daher ist
(e, €%, ¢}
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung und wir erhalten
y(x) = c1e” + 23 +c3e7,  c1,c,03 €R,
als deren allgemeine Losung.
b) Bei dieser Gleichung erhalten wir als charakteristisches Polynom
N+ TAZ + 190+ 13 = (A + 1) (A + 3 — 2i) (A + 3 + 2i),

mit Nullstellen A\; = —1, Ao = =3 + 2¢ und A3 = —3 — 2i. Als Fundamentalsystem erhalten wir daher

{e™®, e73% cos(2z), e ¥ sin(2z)},
und die allgemeine Losung lautet somit

y(x) = c1e™® + cpe ™3 cos(2x) + cze 3 sin(2x),  c1,co,c3 €R.

¢) Um die vorliegende inhomogene Gleichung zu 16sen, berechnen wir zunéchst die allgemeine Losung

der zugehorigen homogenen Gleichung (wie bei a) und b)) und machen anschlieend einen Ansatz vom
Typ der rechten Seite. Das charakteristische Polynom der homogenen Gleichung ist

AN E3N2 3N +1=(\+1)%
d.h. wir haben die dreifache Nullstelle A = —1. Als Fundamentalsystem erhalten wir damit
{e7®, ze™®, %"}
und als allgemeine Losung der homogenen Gleichung

— _ 2
Yhom () = 1677 + cowe™ + c3xe™™,  ¢1,¢9,c3 ER.

Bei inhomogenen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten mit Inhomogenitét p(x)e’” cos(wz) oder
p(z)e?” sin(wzx) kénnen wir eine spezielle Losung mit dem Ansatz

yp(2) = q1(z) 2" e cos(wx) + ga() e sin(wz)



finden, wobei g; und g2 Polynome von gleichem Grad wie p sind und k die Vielfachheit der Nullstelle
o -+iw im charakteristischen Polynom ist (d.h. der Ausdruck x* in obigem Ansatz fillt weg, falls o +iw
keine Nullstelle ist). Tritt nun eine Summe aus Inhomogenitéiten der obigen Form auf, so bilden wir
die Summe der jeweiligen Ansétze. Ein Ansatz dieser Art heifit Ansatz vom Typ der rechten Seite.

In unserem Fall wihlen wir also den Ansatz: y,(z) = ax + b+ cxde™® mit a,b, c € R. Hier gilt

yn(z) = a+ ce” " (—a® + 327),
yp () = ce”*(a® — 62° + 6x),
yy'(z) = ce " (—a® + 92° — 18z + 6).

Setzen wir dies in die Gleichung ein, so erhalten wir
y;”(:c) + 3y;3'(:17) + 3y;(:17) +yp(z) =ax + (3a+b) + 6ce™™ SRS + 6e™ 7",

d.h. mit a =1,b = —3,¢ =1 erhalten wir y,(z) =z — 3 + x3e™" als spezielle Losung. Die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung lautet somit

y(x) =x -3+ 2% " +cre” " +cawe " 4 czxe ™, c¢p,c0,c3 €R.
d) Wie bei Teilaufgabe c¢) berechnen wir zuerst die allgemeine Losung der inhomogenen Differential-
gleichung. Die homogene Gleichung 3" — 23y’ + 2y = 0 besitzt das charakteristische Polynom
M2 4+2=A-1-9)(\—1+1)

mit den einfachen Nullstellen Ay = 1 + ¢ und Ay = 1 — i. Die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung lautet somit

Yhom () = c1€” cos(z) 4+ coe” sin(z), c¢1,c0 € R.
Als Ansatz fiir eine spezielle Losung machen wir hier den Ansatz
Yp(7) = ae** cos(x) + be** sin(z), a,b € R,
mit den Ableitungen

yn(z) = (2a + b)e** cos(x) + (—a + 2b)e*” sin(z),
Yo () = (3a + 4b)e cos(x) + (—4a + 3b)e>” sin(x).

Einsetzen liefert dann

Yy — 2y, + 2y, = (a+2b)e*” cos(z) + (—2a+ b)e*” sin(x) L2 gin(z) <= a+2b=0 A —2a+b=1.

Als Losung erhalten wir daraus @ = —2,b = 1 und damit y,(z) = —2e® cos(z) + +€>” sin(z), sowie
y(z) = —%6230 cos(z) + %e% sin(x) + c1e” cos(x) + cae®sin(x), c¢1,c2 € R,

als allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Zur Losung des Anfangswertproblems
leiten wir zundchst ab und erhalten

y'(z) = 2e*sin(z) — £e** cos(z) + (—c1 + c2)e” sin(z) + (c1 + c2)e” cos(x).
Einsetzen der Anfangsbedingungen fithrt uns schliellich auf

y(O):% @)cl—f:% — ¢ =1,

und

w

Y(0)=1 <= -2+(1l+c)=1<= =23

Die Losung ist damit gegeben durch

y(z) = te** (sin(z) — 2cos(z)) + +e*(3sin(z) + 5 cos()).



Aufgabe 17 a) Fiir die resultierende Gesamtkraft gilt
Fges:FG+FF+FD+FA7

wobei Fg = mg die Gewichtskraft, Frp = —Ds die Federkraft und Fp = —ov die Dampfung beschrei-
ben. Sei nun sy die Auslenkung der Feder, falls sich Gewichtskraft und Federkraft genau ausgleichen.
Legen wir auflerdem das Nullniveau auf diese Hohe, so erhalten wir (positive Auslenkung nach unten)

ma = mg — D(sg + s) — ov + 5cos(10t)
<~ ms" +0s + Ds=5cos(10t).

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Aus den Angaben
konnen wir nun D und o berechnen. Da m = 5 kg und sop = 0.1 m, ist D = 500%. Bei v = 0.04%
ist Fp = —2N und damit o = 50%. Einsetzen aller Groflen fiihrt uns schliellich auf die Gleichung
(Einheiten werden in den folgenden Rechnungen weggelassen)

s"(t) +10s'(t) + 100s(t) = cos(10t).

Das charakteristische Polynom der zugehorigen homogenen Gleichung s” + 10s’ + 100s = 0 lautet
A2 10X +100 = (A 45 — 5V30) (A + 5 + 5v/3i),
und wir erhalten
Shom () = cre cos(5\/§t) + cqe 0t sin(5\/§t), c1,c0 €R.

als deren allgemeine Losung. Als Ansatz fiir eine spezielle Losung machen wir einen Ansatz vom Typ
der rechten Seite, d.h. in diesem Fall w#hlen wir

sp(t) = acos(10t) + bsin(10t), a,b e R.
Hierfiir gilt

5,,(t) = —10asin(10¢) + 10b cos(10t),
s, (t) = —100a cos(10t) — 100bsin(10t).
Einsetzen liefert dann
sy (t) 4 10s,,(t) 4 100s,(t) = —100a sin(10t) 4 100b cos(10t) = cos(10t) <= a=0 A b= -1
1

d.h. s,(t) = 155 sin(10t). Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist somit gegeben durch

s(t) = 155 sin(10t) + cre™ " cos(5v/3t) + coe ' sin(5v/3t), 1,02 € R.

b) Die Angaben entsprechen den Anfangsbedingungen s(0) = 1 und s'(0) = 0. Leiten wir die allge-
meine Losung ab, so erhalten wir
s'(t) = 15 cos(10t) + (=5ey + 5v/3ca)e " cos(5v/3t) + (—5V/3¢1 — 5eg)e* sin(5v/3t).
Einsetzen liefert dann
5(0)=c; =1 und $'(0)= %0 — 501 +5V3c =0 < ¢; =1,¢0 = %\@,
und wir erhalten als Losung

s(t) = 15 sin(10t) + e~ cos(5V/3t) + %\/ge—m sin(5v/3t).



Aufgabe 18 Bei genauerer Betrachtung erkennenn wir, dass es sich bei den folgenden Aufgaben
stets um (homogene bzw. inhomogene) Euler’sche Differentialgleichungen handelt. Hier machen wir
die Substitution z = ¢! <= t = Inx, welche uns auf eine (homogene bzw. inhomogene) lineare
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten fiir die Funktion u(t) = y(e?) fiihrt. Diese kénnten
wir nun mit den bekannten Methoden l6sen und anschlieend riicksubstituieren. Es ist hierbei aller-
dings nicht zwingend notwendig die andere Differentialgleichung auszurechnen. In der Lésungstheorie
fiir lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten machen wir stets den Ansatz u(t) = e,
A € C. Setzen wir in diesen nun die Substitution ¢ = In z ein, so erhalten wir

y(x) =u(lnz) = =2 NeC,
als Ansatz, mit dem wir auch direkt eine Losung berechnen kénnen.
a) Der Ansatz y(z) = 2*, X € C, fiihrt auf

A= 1A =2)A =3)2 2 L5 A = DA = 2)2* 3T L A\ = D2 42021 2232 =0
= AMA=DA=2)A=3) +5A A = 1A —=2) + XA = 1) +2X -2 = 0.

Wir erhalten also das charakteristische Polynom

AA=1)A=2)(A=3) +5AA = 1)(A=2) + XA = 1) +2) -2
=A=DAN=2)A=3)+5 XA —2) + A +2)
=A=-1D\=32+2)=A-1*A+2)

mit der dreifachen Nullstelle A; = 1 und der einfachen Nullstelle A\, = —2. Damit ist
{z, zlnz, z(Inx)?, 272}
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung und als allgemeine Losung erhalten wir

y(x) = c1x + coxInz + czx(Inz)? + cuz™2, ¢, co,c3,¢4 €R.

b) Setzen wir den Ansatz y(x) = 2*, A\ € C, ein, so erhalten wir das charakteristische Polynom

AN =1 (A =2)(A =3) +6A(A — 1)(A —2) — 2\ + 20
=M T2 44N+ 20
= (A +22N =2 =) (A =241).

mit der doppelten Nullstelle Ay = —2 und den einfachen Nullstellen Ao = 2+ 4 und A3 = 2 —i. Damit
erhalten wir als Fundamentalsystem

{72 27 ?Inx, 2% cos(Inz), 2° sin(Inz)},
und als allgemeine Losung

y(x) = c1x™2 + cpr 2 Inz 4 czz? cos(Inx) + cuz?sin(lnz), c1,c2,c3,¢4 €R.

¢) Wir substituieren ¢ := Inz und setzen u(t) := y(e') <= y(z) = u(lnz). Dann gilt:
Y (z) =u/(In)y,
y'(z) =u"(Inz)% —u/(Inz)L,
y"(z) = u"(Inz)% — 3u"(Inz) 5 + 2u/(Inz) .
Einsetzen fiihrt uns dann auf die Differentialgleichung
u” (t) —u(t) =1+ t%

Das charakteristische Polynom der zugehorigen homogenen Gleichung ist

M —1=\-1)\+3-3Iv3i)(A+ 1+ 1V3i)



mit den einfachen Nullstellen A\ = 1, Ay = —% + %\/gz und A3 = —% — %\/gz Die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung fiir u ist somit

Unom (t) = cre’ + coe /2 cos(%\/?;t) + czet? sin(%\/gt), c1,C2,c3 € R,

Fiir eine spezielle Losung machen wir einen Ansatz vom Typ der rechten Seite. Da die Inhomogenitit
ein Polynom 2. Grades ist, machen wir den Ansatz

uy(t) = at* + bt +c, a,b,ceR.

mit u,(t) = 2at + b, uy(t) = 2a und u%”(t) = 0 (an dieser Stelle sei angemerkt, dass wir ohne
Substitution den Ansatz y,(x) = a(lnz)? 4+ blnz + ¢ hétten wihlen kénnen). Setzen wir ein, so
erhalten wir mit Koeflizientenvergleich

fat2fbtfcél+t2 — a=-1,0=0,c=-1,
also u,(t) = —t? — 1. Damit ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir u gegeben durch
u(t) = —t* =14 cret + coe 2 cos(%x/gt) + cze /2 sin(%\@t), c1,c2,c3 € R,
und nach Riicksubstitution erhalten wir schliefflich als Losung

y(@) = —(Inz)? — 1+ ez + con™ /2 cos(%\/glnx) + ez /2 sin(%\/glnx), c1,¢2,c3 € R

d) Setzen wir den Ansatz y(z) = 2%, A € C, ein, so erhalten wir als charakteristisches Polynom der
zugehorigen homogenen Gleichung

AMA=D+A-1=X2-1=AN-1)A+1)
mit den Nullstellen A\; = 1 und Ay = —1. Die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung ist damit
Yhom(T) = 17 + o™, 1,0 €R.

Fiir eine spezielle Losung wollen wir uns an den Ansétzen vom Typ der rechten Seite orientieren. Mit
der Substitution ¢ := Inz hétten wir als Inhomogenitéit das Polynom ¢ von Grad 1 erhalten, d.h. wir
wiirden at + b als speziellen Ansatz wihlen. Mit obiger Substitution erhalten wir aber gerade den
Ansatz

yp(x) =alnz +b, a,beR,

mit ¢ (z) = at und y}/(z) = —a%. Multiplikation der Differentialgleichung mit 22 und Einsetzen des
Ansatzes fithrt uns auf

—a—l—a—alnaﬁ—béalnx—&—b <~ a=-1,b=0,

d.h. yp(z) = —Inz. Die allgemeine Losung lautet somit
y(x)=—Inz+cz+crt, ¢, R
Die Ableitung davon ist y/(z) = —% + ¢1 — c2-5, und mit den Anfangsbedingungen erhalten wir

y1)=c1+cx=2 und y(1)=—-14+c1—co=-1 <<= c1=cx=1.
D.h. die Losung des Anfangswertproblems ist gegeben durch

y(x) = —Inz+x+a "



Aufgabe 19 a) Wir machen einen Potenzreihenansatz, d.h. es gilt

(o) o0 o0
= Z anx™, y'(x) = Z na,z" ", y"'(z) = Z n(n —1)a,z" 2.
n=0 n=1 n=2

Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir auf der linken Seite

n(n — Day,z"~ 2+Z2nan —ianx"
n=0

(n+2)(n+ 1)ap22" + Z 2na,z" — Z anx”
n=0

n=0

y' 2y —y =

10

M

3
I
=}

M

(n+2)(n+ 1)apt22™ + 2napz™ — apz™

3
I
o

M

(n+2)(n+ Dans2 + (2n — 1)a,)z™

n=0

Einsetzen der Exponentialreihe auf der rechten Seite der Gleichung fiihrt zu

(1+x+x2)e$:(1+x+x z;) = Zoi' " Z;) n+1+z;)7'm +2
o0 1 . o0 N [ee]
:Zﬁx —|—Z o 7 —|—Z
n=0 TL:l( n= 2

*Z(ll n—l) * <ni2>!)xn

n=2
o0
1+ n? n
n!
n=0

Setzen wir die beiden Ausdriicke gleich, so gilt

Z((n +2)(n+ 1apsa + (2n — l)an)x = Z " z".

n=0 n=0
Da die Koeffizienten einer Potenzreihe eindeutig sind, folgt direkt

1+ n?
(n+2)(n+ Lapt2 + (2n — 1)a, = U
und daraus erhalten wir die Rekursionsvorschrift
1 2 2n —1
Apy2 = o r a n > 0.

n+2)! (n+2)(n+1) " -

b) Wir wollen die Aussage mit vollstindiger Induktion beweisen. Setzen wir die Anfangswerte ein, so

erhalten wir )

Damit folgt



d.h. die Aussage ist korrekt fiir n = 1,2 und der Induktionsanfang ist gemacht. Gilt die Aussage
an = ﬁ und a,11 = ﬁ fiir ein n > 1 (IV), so folgt

1+ n? 2n —1 av) 14 n? 2n —1 1
a = — a = — .
T )l m+2)n+1) " 42! m+2)n+1) 2-(n— 1)
Sl 2420 -—(2n-1n 1 2+4nm
2 (n+2)! 2 (n+2)!
_ 1
2-(n+1)V
und vollig analog a3 = m
c) Mit Aufgabenteil b) gilt nun ag = 0 und a,, = ﬁ fiir n > 1. Damit folgt
- - 1 T 1 N T
y(z) = Z anx’ = — " == Z gt l=2 Z —z" = —¢e”.
o —2 (n—1)! 2 &~ (n—1)! 2 =l 2
Aufgabe 20 Wir machen den Ansatz
y(z) = 2 Z anx" = Z anx™*  fiir ein X € C.
n=0 n=0
Dann gilt
y'(z) = Z(n + Napz" AL y'(x) = Z(n + N (4= 1Da,z" 2
n=0 n=0
und wir erhalten wir fiir die linke Seite der Differentialgleichung
(oo} (oo} (oo}
2y’ + 3xy +ay = Z(n + N (n+X—Da,z" ™ + Z 3(n+ Napz" + Z AT
n=0 n=0 n=0

= A\ — Dagz™ + Z(n +A)(n+ A = Dayz™ + 2haga? + Z 3(n+ Na,a"

n=1 n=1

0o
+ 2 an,lx’”“)‘
n=1

= A\ + 3)aoz™ + Z((n + M)+ A—Da, + 3(n+ Nan + ap_1)z" ™

n=1

= AA+ Haoz* + Z((n + N+ A+ Day +ap_1)z"

n=1

Koeffizientenvergleich fiir n = 0 liefert die determinierende Gleichung A(A + 3) = 0 mit den Losungen
A1 =0und g = f%. Da A1 # A und A\; — A\ ¢ N erhalten wir nach Vorlesung ein Fundamentalsystem
der Differentialgleichung von der Form

oo o0
yi(@) =My ena™,  yp(r) =2y dna”
n=0 n=0

o0
n=0

Fiir Ay = 0 machen wir einen Koeffizientenvergleich (mit 0 =35>, 0-2") und erhalten

4Cn71 >1

n(n+%)cn+cn,1:0 <~ anfm,n_

Wir wihlen nun ¢y = 1 (hier kénnten wir jeden Wert ungleich 0 wéhlen) und erhalten so

4 4 1 4.2 42
c]=——==—— un Cco = = —.
! 6 3! 27 3.4.5 5




Ausgehend davon vermuten wir ¢, = (én +)1), fir alle n € Ny, was sich durch vollstédndige Induktion
auch bestétigt: Fiir n = 0 ist die Aussage wahr. Nehmen wir nun an, dass die Aussage fiir ein
beliebiges n > 0 wahr ist (IV), so folgt

. o 4Cn (Il/) (_4)n+1 _ (_4)7l+1
LT T 2n+2)2r+3)  (2n+3) 2+ 1)+ 1D
Damit folgt
e = (—1)n2?n 1 20+l _
= n — 2
e = @2n+ 1" ; 2n + 1) 2z D o+ 1) V) fsm( V).
Im Falle von Ay = —% liefert ein Koeflizientenvergleich
4d,—1
_ 1 dp +dp_1=0 = dn:—in > 1.
(n = g)ndn +dn m@n—1) " °

Vollig analog zum ersten Fall ldsst sich nun fiir dg = 1 induktiv zeigen, dass die Koeffizienten explizit

durch (ayn
dn = (2n)' , ne N(),
gegeben sind. Damit folgt
> n22n 2 1 o 1
Ve n__ 1 _ L
2:: \f Z (2n)! Va© = NG = cos(2v/z).

NG

n=0

Die allgemeine Losung lautet damit

y(x) = cry1(x) + caye(x) = 1 \} sin(2v/x) + ¢z \}» cos(2v/x), c1,c2 € R.



