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Hohere Mathematik ITI
fiir die Fachrichtung Physik

Aufgabe 21 a) Hierist I = R und f: R x R — R ist gegeben durch f(x,y) = 2xy + 223, welches
stetig partiell differenzierbar ist und damit einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Wenden wir
nun das Iterationsverfahren an, so erhalten wir

yo(z) = y(0) =0,

91($)=0+/ f(t,O)dt=/' 2t3 dt = 1a?
03c 0 i

yQ(x):(H‘/O f(ta%t4)dt=/0 4263 dt = L2 + 12,

ys(x):0+/ f(t,%t6+%t4)dt:/ LT 5 ol dr = Lo 4 La® 4 Lt
0 0

Wir vermuten daher die Formel

Dies wollen wir mit vollstdndiger Induktion beweisen. Den Induktionsanfang haben wir oben bereits
gemacht. Nehmen wir nun an, dass die Behauptung fiir ein n € N wahr ist (IV), so folgt

(IV xzn+l n+1 n+2
Y1 (&) = /0 flen®)ae ™ [ > ity /O N e P
k=2
Als Losung erhalten wir damit
n+2 n+2 ,
_ 1.2k _ _q _ .2 . 1,2k _ _{_ .2
y(m)—nli)n;okzﬂk!m 11—z +n11_>rr010kz_()k!x 1—z°+e

b) Auch hier ist I = R und fiir f haben wir die Funktion f(z,y) = (1 + y) cos(z), welches stetig
partiell differenzierbar und damit auch lokal Lipschitz stetig ist. Bei der Picarditeration erhalten wir
dann

yo(x) = y(0)
yi(x) =14 f(t,l)dtzl—i—/ 2cos(t)dt =1+ 2sin(x),
0
f(t, 14 2sin(t)) dt =1+ / 2 cos(t) + 2sin(t) cos(t) dt = 1 + 2sin(x) + sin(z)?,
0
f(t, 1+ 2sin(t) +sin(t)?) dt

2 cos(t) + 2sin(t) cos(t) + sin(t)? cos(t) dt = 1 4 2sin(z) + sin(z)? + 3 sin(z)3,

F(t, 1+ 2sin(t) + sin(t)® + 3 sin(¢)?) dt

=1+ 2 cos(t) + 2sin(t) cos(t) + sin(t) cos(t) + # sin(t)® cos(t) dt
=1+ 2sin(z) + sin(x)* + %sin(m)?’ + 1—12 sin(z)?.

Damit kommen wir zu der Vermutung

= En:ki n €N,



die wir induktiv beweisen wollen. Der Induktionsanfang ist schon gemacht; es fehlt noch der Indukti-
onsschluss: Gilt obige Formel fiir ein n € N, so folgt

Ynt1(x) =1 —|—/ [t yn(t)) dt My —|—/ 2cos(t) + QZ 77 sin(t F cos(t) dt
0 0

n n+1
=1+ 2sin(z) + Z (kil)! sin(x )k+1 -1+ QZ L sin(x )k
k=1 k=1
Damit folgt dann
y(@) = lim yu(2) =142 grsin(e)’ = -14+2)  frsin(z)’ = 14 27,
k=1 k=0

c) In dieser Teilaufgabe ist I = R und f: R x R? — R? ist gegeben durch f(z,y1,%2) = (y2, \2y1).
Dieses ist stetig partiell differenzierbar und erfiillt damit die gewiinschte Lipschitz-Bedingung. Das
Iterationsverfahren fiithrt nun zu
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Dies fiihrt uns auf die Vermutung

z/: 1 )\Qk 2k
Un(2) = [(n— 1)/EJ 2k+14,2k+1 el
A R
@R+

k=0
die wir nun mit vollstindiger Induktion beweisen wollen. Fiir n = 1 haben wir die Aussage bereits
gezeigt. Nehmen wir nun an, dass die Aussage fiir ein fixiertes n € N wahr ist, so folgt
2 R ek
L+ fo A Z W/\ 2R dg

. 1 * v —
uate) = () + [ rteii)ar
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wobei wir |(n —1)/2] +1=|(n+ 1)/2] benutzt haben. Als Losung erhalten wir schlieflich

&)
2 (2}6)1)\2’“:52’“ cosh(Ax)
glo) = lim @) = | o= - (/\ inh(\ >> |
n—o0 1 2k+1,.2k+1 Sin X
)\kZ::O (2k+1)!>‘ a2t



Aufgabe 22 a) Die Funktion f ist auf (—1,1) x (—1, 1) stetig, denn sie ist in den einzelnen Teilbe-
reichen stetig und die Definitionen stimmen an den gemeinsamen Réndern iiberein.

b) Fiihren wir fiir z € (—1,1) die Iteration von Picard-Lindelof aus, so erhalten wir
yo(z) = y(0) =0,

Yy
0+ f(t,yo(t))dt:/ 2t dt = 22,
0

y1(z) /0
92(95)0+/wa<t,y1(t))dt/ow2tdtxz,
/0 f(t,yQ(t))dt:/ox%dt:x?,

und damit folgt
{ 22, falls n ungerade,

2

Yn(z) = —z?, falls n gerade.

Die Folge (yn)nen konvergiert hier also nicht. Auch die konvergenten Teilfolgen (y2,—1)nen und
(y2n)nen konvergieren nicht gegen eine Losung der Differentialgleichung, denn fiir u1(x) := 2% und
up () 1= —a? gilt

ui(x) =2z # -2z = f(z,u1(z)) und uh(z) = -2z # 2z = f(z, uz(w)).

Da f aber stetig ist, existiert nach dem Satz von Peano (mindestens) eine Losung. Hier ist z.B.

y(z) = %x2 eine Losung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 23 Wir schreiben 2, :=y, 20 := ¢/, ..., 2, =y und
z1(x) y(x)
B 2(x) y'(z)
Z(x) := =
() y" N (x)

Dann erfiillt y die Gleichung (x) genau dann, wenn Z eine Losung des folgenden Differentialgleichungs-
systems ist:

21 (x) 0 1 0 0 z1(x)
25 () 0 0 1 0 zo(x)
7'(z) = : =1 : : : = AnZ(x)
zl_1(x) 0 e 0 1 Zn—1(x)
2} () —ag —a1 ... —Gp_2 —Qp_1 Zn ()
=:A, ERnXn

Firn=11ist A; = (—ao) und daher

det(AI — Aq) = det(A + ag) = A+ ap.



0 1

Ist n =2, soist Ay = (
—ap —ai

) und somit

A -1

det(A — Ay) = det <a0 Ata

) :)\2+)\a1+a0.
Per vollstéandiger Induktion weisen wir nun nach, dass

det( A\ — A,) = A" 4+ ap AN+ Fag )+ ao.

Den Induktionsanfang haben wir oben bereits gesehen. Nehmen wir nun an, dass unsere Behauptung
fiir ein n € N wahr ist, so folgt

A =1 0 ... 0
o X -1 ... 0
det(M — Ay,y1) = det
0 A —1
ap ay n—1 A+ap
A -1 0 0
0o X -1 0
Add. ge Zeile det
auf (n+1)te Zeile
0 A -1
ag aq At ap—1 Ata,—1
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Entw. nach

det | : : + (A +a, —1)det
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() aq ce Ap—2 A + ap—1
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= det(M — An) + A+ an — DA DA% 4a A1 4 fad g + AT 4 A, — AT
= A" 4 @, A"+ -+ ag ) + ao.

Aufgabe 24 a) Aus der ersten Gleichung erhalten wir «” = v’ +v' und v = v/ — u. Setzen wir nun
die zweite Gleichung ein, so erhalten wir

W=uru—v=u4u— (v —-u)=2u <= v —2u=0.

Diese lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten hat das charakteristische Polynom
p(\) = A2 — 2 mit den Nullstellen \; = V2 und Ay = —/2. Die allgemeine Losung fiir u lautet also

V2x

2 4 oeoe V2 oy, €R.

u(z) = cre
Fiir v folgt dann
() =u'(2) — u(@) = (V2 - Dere¥™ — (V2+ D)eae ™, e, €R.

Setzen wir nun die Anfangsbedingungen ein, so erhalten wir

U,(O)261+62;1, /U(O):(\/i—l)C1—(\/§+1)C2;O = 01:%—&—%\/5, co =

Lol
|
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S

Als Losung erhalten wir dann

u(z) = (3 + %\/ﬁ)eﬂm + (3 - i\/ﬁ)e_ﬂ“’ = cosh(v2z) + %\/ﬁsinh(\/ixL
v(z) = i\/ie‘/im - %\/ﬁe_‘/ﬁz =1 2sinh(v/2x).

b) Aus der ersten Gleichung folgt u” = 3u’ 4 3v' + 1 sowie v = 2u' — u — +z. Einsetzen der zweiten
Gleichung liefert dann

v =3u —-3u—3v+4=30 -3u—v +3u+zr+4=20"4z+4 — v -2 =z +4.



Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Fiir die allgemeine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung erhalten wir mit dem Ansatz u(z) = e** A € C, das
charakteristische Polynom p()\) = A\? — 2\ mit den Nullstellen A\; = 2 und Ay = 0, d.h.

2z
Uhom (T) = c16*¥ 4+ ca, c¢1,c0 € R.

Fiir die spezielle Losung machen wir einen Ansatz vom Typ der rechten Seite. Die Inhomogenitét ist
ein Polynom 1. Grades (multipliziert mit %*) und 0 ist eine einfache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms, also machen wir den Ansatz

up(r) = ax® +br, a,beR.
Setzen wir dies ein, so folgt

! 1
uy (v) = 2uy(x) =2a —4daxr —2b=2w+4 < a=—3, b= —

o

Fiir v erhalten wir also die allgemeine Losung
u(z) = —ix2 - %x +c1e®® 4 ¢y, c1,00 €R.
Fiir v folgt dann

1 3

v(z) = 2u/(z) —u(z) — tz=12" + To — 3 — 1ee® —

co, 1,02 €R.
Die Anfangswerte liefern
! !
u(0)=c14+c2=0, v(0)=-tc1-3-=0 <= a1=2, co=-3,

und dies fithrt auf die Losung

9 2z 1,.2 9 9
'LL(SC) ge — Zl’ — ZI -]
2 1,..2
U($)——%€x+zx +zl$+%

c) Hier betrachten wir zunéchst nur die erste und die dritte Gleichung. Aus der ersten erhalten wir

u' =Tu + 4w und w = %u’ - %u. Einsetzen fiithrt uns auf

u' =70 —32u— 20w =Tu —32u—5u +35u=2u"+3u = v —2u' —3u=0.

Das charakteristische Polynom dieser homogenen Differentialgleichug mit konstanten Koeffizienten ist
p(A) = A2 — 2)\ — 3 mit den Nullstellen A\; = —1 und Ay = 3. Die allgemeine Losung fiir u ist damit

gegeben durch
3z

u(x) =cre” " + cqe c1,c0 € R,

Fiir w erhalten wir dann
w(z) = 2u/(z) — Tu(z) = —2c1e7" — c2€®*, c1,00 €R.
Nun haben wir zwei Funktionen mit zwei Unbekannten und zwei Anfangsbedingungen. Also kénnen
wir ¢; und c¢o berechnen und uns insbesondere bei der Berechnung von v etwas Schreibarbeit ersparen.
Die Anfangsbedingung liefert
u(0) =c¢1 + ¢ ;1, w(0) = —2¢; —02; 1l < c1=-2, c2=3.
Fiir v und w erhalten wir dann als Losung
u(z) = —2e77 + 3¢5, w(r) = 4e™" — 337,
Damit folgt
v = 8u+3v+ 8w = 3v + 16e~ 7.

Dies ist eine inhomogenen lineare Differentialgleichung 1. Ordnung (mit konstanten Koeffizienten).
Die Losung hiervon ist
v(z) = ce® —4e™", ceR.

Mit der Anfangsbedingung fiir v erhalten wir dann v(0) = ¢—4 = 1, also ¢ = 5. Die Losung ist damit
gegeben durch

u(z) = —2e7% 4 337,
—4e” " 4 5e37,

=4e™% — 3¢%%.
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Aufgabe 25 Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

B = (a4 B)B G,
G' = BB —1G.

Aus der ersten Gleichung erhalten wir B” = —(a+ 8)B’ +yG’ und G = %B’ + O‘WiﬁB. Setzen wir
nun die zweite Gleichung ein, so fiihrt das auf

B" = —(a+B)B' + 98B —v*G = —(a+ B)B' + 8B —vB' —y(a+ B)B = —(a+ B+7)B' — ayB

bzw.
B" +(a+B+7)B +ayB=0.

Diese homogenen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten hat das charakteristische Polynom
p(A) = A2 + (a+ B+ )X + ary mit den Nullstellen

a+ B+ a+fB+7\2
e

Wegen (a + 3+ 7)% —4ay = (a — )2 + B2 + 2af + 237 > 0 sind A; und Ay reell, negativ und nicht
identisch. Damit haben wir fiir B die allgemeine Losung

B(t) = c1eM + et ¢, c0 €R.
Fiir G erhalten wir dann nach kurzer Rechnung
G(t) = %B’(t) + O‘,yiﬁB(t) = 01%6)@ + 02%6)‘”, c1,c2 € R,

Setzen wir nun die Anfangsbedingung ein, so folgt

! ! A2)Bo—G A1)Bo—~yG
B(O) =cC1tec = Bo, G(O) =C1 0t+,i+/\1 +co a+i,+)\2 = GO — C1 = 7—(a+ﬁ+>\12_)>\; it 0, Co = —(a+ﬁ+>\11_)>\; 2=0,

Als Losung erhalten wir schliefilich

__ (a+B4+A2)Bo—vGo Mt | (a+B+X1)Bo—1Go Mot
B(t) = - PYED e + PYED e

_ _(@FB+A2)Bo—1Go | atf+Ai1 Mt | (a+B+A)Bo—7Go  at+B+A2 At
G(t) = PR vt Ve Yo ¢



