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Hohere Mathematik ITI
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Aufgabe 26 a) Hier gilt A* = ( 9 6) (2 6> = ( 4 12) = 2A. Somit ist A° = A°A =

2AA = 2%2A und induktiv folgt A¥ = 2¥=1A fiir k € N (beachte, dass die Aussage fiir k¥ = 0 falsch
ist!). Damit folgt fiir ¢t € R
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, so haben wir A =1 + B; und wegen B -I =1 - B, gilt somit
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0] und B3= [0 0 0| und damit auch
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BF =0 fiir k > 3. Dies liefert

L 1 0 0
eB=T+tB+ 515232 = 2 1 0
3t+2t2 2 1

)

und wir erhalten schlieflich
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c) Wir berechnen zunichst die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A. Das zugehorige charak-
teristische Polynom berechnen wir mit der Regel von Sarrus und erhalten
3—-A 1 1

det(A—A)=det [ 2 4-X 2 |=0B-XN24-N+2+2—(4-N)—2B-1)—-20B-2X)
1 1 3-2A

= —(A* —10A2 + 28\ — 24) = —(\ — 2)2(\ — 6).

Also haben wir die Eigenwerte Ay = 2 (mit Vielfachheit 2) und Ay = 6 (mit Vielfachheit 1). Als
Eigenrdume erhalten wir
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Also ist A diagonalisierbar und mit S := | —1 ) erhalten wir
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Mit dem Hinweis aus der Aufgabenstellung folgt nun
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0 2) und B := (O 0), so gilt A = 21 + B. AuBlerdem

haben wir B2 = 0 und somit auch B* = 0 fiir k > 2. Wegen (21)B = B(2I) folgt
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Als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir schliellich
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Aufgabe 27 a) Definieren wir A := (

1 -1 1
b) Wir berechnen zunichst die Eigenwerte der Matrix A := [1 1 —1|. Das charakteristische
2 -1 0
Polynom ergibt sich mit der Regel von Sarrus zu
1-Xx -1 1
det(A—X)=det| 1 1-X —1|==-XA1-X)2=14+2-21-XN)—(1—-X)—2X

2 -1 =X
=—A=1DN=A=2)=- A=A +1D(A-2).

D.h. die Eigenwerte sind A\; = 1, Ay = —1 und A3 = 2. Die zugehorigen Eigenrdume sind

0 -1 1 1
Kerm(A—I)=Kem |1 0 -1 —hn{ 1 },
2 -1 -1 1
2 -1 1 1
Kerm(A+I)=Kem |1 2 -1 :hn{ -3 },
2 -1 1 -5
1
Kern(A — 2I) = Kern = lin{ 0 }
1
1 1 0 0
Insbesondere ist A diagonalisierbar und mit S := 1 —3 0] gilt S'AS =0 -1 0] =:D.
1 -5 1 0 0 2



Damit folgt
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Als Losung erhalten wir dann
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Aufgabe 28 a) Setzen wir A := <é ?), so hat A offensichtlich die Eigenwerte A\; = 4 und As =1

mit den Eigenrdumen

Kern(A — 41) = Kern (8 23) — lin{ ((1)) y
Kern(A — I) = Kern ((3) 3) — lin{ (_23> L

Ein Fundamentalsystem ist damit gegeben durch

{am=c(p). do =< (%)}
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Definieren wir &(t) = | ¢1(t) ¢o2(t) | = (60 _2368t>, so ist die allgemeine Lésung gegeben durch
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V() + cada(t), c1,c0 €R.
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b) Die Matrix A := (_5 1

) hat das charakteristische Polynom

3—A 2

det(A—)J)zdet( 5 1
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mit den Nullstellen A;/, = 2 £ 3i. Der Eigenraum des komplexen Eigenwertes A; ist gegeben durch
. 1-3i 2 . 14 3¢
Kern(A—(2+3z)I) :Kern( 5 13i> :hn{( s )}

Eine komplexe Losung ist damit

(2430}t (1 :L532> = e (cos(3t) + isin(3t)) (1 ir532)

o () ) o () ),

und die Aufteilung in Real- und Imaginérteil liefert schliefflich das Fundamentalsystem

= (=) o= (A5

bzw. die allgemeine Lésung 4(t) = clgl(t) + 02$2(t), c1,c2 € R



3 -2 2
c) Fiir die Matrix A:= [ 2 0 1] lautet das charakteristische Polynom
0 1 0

3-X -2 2
det(A—X)=det [ 2 X 1 |=-\=3\2+31-1)=—-(\—-1)3
0 1 =\

d.h. wir haben den 3-fachen Eigenwert A = 1. Der zugehotrigen Eigenraum ist

2 -2 2 0
Kemn(A—I)=Kem |2 -1 1 |= 1in{ 1 }
0 1 -1 1
der eindimensional ist und uns die Losung
B 0
¢1 (t) = et 1
1

liefert. Wir ergédnzen nun die Basisvektoren aus dem Eigenraum mit Hauptvektoren. Dafiir bestimmen

0 0 0 1 1 0\ /1
Kern(A— )2 =Kem |2 -2 2 =1in{ 1], o }zlin{ 1], (1 }
2 2 2 o) \-1 1) \o

wodurch wir eine weitere Losung erhalten, indem wir einen Vektor wéhlen, der nicht im Eigenraum
liegt. Hier ist z.B.

- 1 1 1
¢2(t)et< 11 +tA-1)(1 )et 1+t¢
0 0

eine weitere Losung. Schliefllich bestimmen wir

0 0 0 1 0 0 0 1 1
Kern(A — 1) =Kern [0 0 0 zlin{ ol,.{1],(o }:hn{ 1), (1], |0 }
00 0 0 0 1 1 0 0
und erhalten als dritte Losung
B 1 1 1+2t
¢3(t):et< 0| +t(A-I) 0| +32(A-1) |0 ) =et |2t + 12
0 0 0 t2

Die allgemeine Losung ist dann gegeben durch g(t) = 0151 (t) + 62(52 (t) + 63(/;3 (t), c1,¢2,c3 €R.

Aufgabe 29 Wir berechnen zunéchst ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Gleichung

1 00
y' = Ay, wobei wir A:= |0 3 1| gesetzt haben. Die Eigenwerte von A sind offensichtlich A\; = 1
0 0 3

(mit Vielfachheit 1) und A2 = 3 (mit Vielfachheit 2). Der Eigenraum zu A; ist
0 0 0 1
Kern(A—I)=Kern [0 2 1] = lin{ 0 }
0 0 2 0

d.h. die erste Fundamentallosung ist



Der Eigenraum zu Ay ist gegeben durch

-2 0 0 0
Kern(A—3)=Kem | 0 0 1] = lin{ 1 },
0 0 O 0
welcher eindimensional ist daher zunéchst nur eine weitere Fundamentallésung
. 0
¢2 (t) = €3f 1
0
liefert. Weiter ist
4 0 O 0 0
Kern(A —31)2=Kem [0 0 0] = lin{ 1], o }
0 0 0 0 1

und wir erhalten als dritte Fundamentallosung
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Ein Fundamentalsystem ist daher gegeben durch

S et 0 0
D(t)= | d1(t) da(t) @s3(t)| =|0 €3 te3t],
| | | 0 0 e

und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist somit
Thom (t) = P(1)T= c161(t) + capa(t) + c303(t), c1,c2,¢5 € R.

Eine spezielle Losung ¢, der inhomogenen Gleichung lésst sich nun mit Variation der Konstanten
bestimmen. Nach Vorlesung gilt

Mit
et 0 0 B t
)y t=| 0 e —te 3 und  b(t) := | 3t
0 0 e3¢ 3t
erhalten wir also
t . ¢ se”* —tet—e 41
Up(t) = @(t)/o D(s)7b(s)ds = @(t)/o 356";S —s| ds=®(t) [ —te ¥ —Le3 - 124 L
t
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Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist dann

—t—1+¢t et 0 0 c1
Gt) = Jo(t) + Toom(t) = | —t — 5 + 323 + 23 | + 1 0 €3 te3 | (2], c1,00,05 €R
tedt 0 0 e c3

Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert

1 0 0 C1 C1 \ 1
y0)=({0 1 0 cl=lce|=[2] < ci=1,cc=2,¢3=0.
0 0 1 C3 C3 0
Und als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir schliellich
—t— 14 2¢!
gty = [ —t — & + 323 + et
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Aufgabe 30 Nach den Kirchhoff’schen Regeln gilt

I, =1, + I,
R + RoIs + LQI{ =U,
Rsls + Lgfé — RyI, = 0.

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite und Umformen der zweiten und dritten nach I bzw.
nach I} liefert
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Setzen wir nun die gegebenen Groflen ein, so erhalten wir das Differentialgleichungssystem

I}, = =315 + sin(t), I,(0) =0,
=TI —1Is,  I4(0) =0

Eine einfache Methode, dieses System zu l6sen, wére wohl die Eliminationsmethode anzuwenden. Die

Eigenwertmethode ist hier ein wenig aufwindiger, wie wir im Folgenden sehen werden. Die zum
-3 0

1 _1>, mit den Eigenwerten \; = —3 und Ay = —1. Die

obigen System gehorige Matrix ist A := <

zugehorigen Eigenrdume sind
0 0 . 2
Kern(A + 3I) = Kern (1 2) = lin{ (1> },
-2 0 . 0
Kern(A + I) = Kern < 1 O) = lin{ <1> }.

Damit erhalten wir das Fundamentalsystem

B(t) = (26_3; Ot> .
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Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu erhalten, wollen wir nun noch die "Variation
der Konstanten’-Formel anwenden. Mit

folgt dann

o o (547 - [ (225)
<3 (Y ) - ()

B ( e84+ Bsin(t) — 15 cos(t) )
se = g5e ¥+ osin(t) — fcos(t) )

- - Le=3t 4 3 ¢in(t) — L cos
- () -eomor () 50 b LA

sowie I1(t) = Ir(t) + I3(t) = ™" + g5e 3 + Zsin(t) — 35 cos(t).



