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Hohere Mathematik ITI
fiir die Fachrichtung Physik

Aufgabe 31 Hier liegt eine quasilineare Differentialgleichung der Form
a(x,t,u) - Vu = b(z,t,u) (z,t) € D,

fiir u = u(x,t) vor, mit

t

d(x,t,u) = (?) , bz, t,u) = —u, und D :={(z,t) € R*|z >0,t>0}.

Eine Parametrisierung von v , also der Ansatz k(s) := (f) und w(s) := u(k(s)), fiihrt dann gemés

t
Vorlesung auf das charakteristische System

! o k2(s)
1) = HeuE)r
ky(s) = ka(s),
w'(s) = —w(s)

Fiir jedes feste £ > 0 wéhlen wir als Anfangsbedingung die Werte
k1(0)=¢  k(0)=¢%  w(0)=1,
da auf der Kurve I' := {(§ ,€2),6 > 0} die Anfangswerte vorgegeben sind. Damit erhalten wir zunéchst
ka(s) = coe®, ¢ ER,

und ko (0) = &2 liefert,
ko(s) = £2e.
Fiir w folgt
w(s) =cze™®, c3 €R,

sowie w(0) = c3 = 1, d.h. es ist

w(s) =e” ",

Setzen wir dies in die erste Differentialgleichung ein, so erhalten wir

/ _ ¢2 2s
kl(s) _g € kl(S)’

welches wir mit Trennung der Variablen 16sen kénnen. Hier finden wir (beachte k1 (s) = = > 0)

ki(s) = &% +¢;, ¢ €R,

sowie k1(0) = /&2 4+ 1 éf < ¢ =0, dh.
k1(s) = &e®.

Damit sind die Grundcharakteristiken gegeben durch

k(s €) = (;‘2@;> )
und es gilt

E(s,f):($> = fef=ux, P =t = =z % = = = (=



So weit hétten wir hier aber eigentlich gar nicht umformen brauchen, da wir lediglich e™® = %

bendétigen. Damit erhalten wir ndmlich die Losung
t
u(z,t) = w(s, &) =e* = pex (z,t) € D.
Anmerkung: Fiir die Grundcharakteristiken gilt hier (wenn wir s eliminieren) t = ¢2e® = £x. Halten

wir also & fest, so entsprechen die Grundcharakteristiken in der (z,t)-Ebene Geraden mit Steigung &.
Siehe Skizze:

o |

0.5+

Aufgabe 32 Das charakteristische System dieser Gleichung ist gegeben durch
ki (s) = ka(s)%,
ky(s) =1,
w'(s) = =2k (s)w(s),
mit den Anfangswerten
k1(0) =¢, k2(0) =0, w(0)=sin(¢)

fiir £ > 0. Mit Trennung der Variablen erhalten wir fiir die erste Gleichung die allgemeine Lsung

1
k =— R
1(5) s+ 1 ) c1 €
Der Anfangswert liefert k;(0) = —é L £ < = —%, und somit
1 £
k =— = .
1(8) g — % 1— 3€
Fiir ko erhalten wir als allgemeine Losung ko (s) = s+ co und aus dem Anfangswert folgt co = 0. D.h.
ka(s) = s.

Die letzte Gleichung ergibt sich nun nach Einsetzen zu

oy 2
w() = o quls)

welche die allgemeine Losung w(s) = c3(s€ — 1)? besitzt. Hier gilt nun w(0) = c3 £ sin(§), also

erhalten wir

w(s) = sin(¢)(s€ — 1)2



Fiir die Grundcharakteristiken gilt dann

<:‘§>—E(s,§)—<1i§><:>x— ¢ t=s < &= v , s=1t.

s
Eisetzen in w, liefert dann die Lésung

sin(ﬁ)

(1+tx)?’

u(w,t) = w(s,€) = sin(mfm) (5 — 1) =

Anmerkung: Die Elimination von s in den Grundcharakteristiken liefert hier den Zusammenhang
t= —% —l—% fiir jedes feste & > 0. Fiir ausgewiihlte £ erhalten wir dann in der (z,t)-Ebene das folgende
Schaubild:

Aufgabe 33 a) Fiir vap und (z,y) = (rcos¢, rsinp) gilt

O0rvan (1, ) = (Ozuap)(r cos ¢, rsin @) cos ¢ + (Oyuap )(r cos ¢, rsin @) sin ¢
= Oyuap (2, y) cos ¢ + Oyuap(z,y) sin ¢,
Orrv2p (1, ) = (Dpptian ) (1 cos p, 7 sin ) cos? ¢ + 2(0yyuap ) (7 cos p, 7 sin ) cos @ sin ¢
+ (9yyuap ) (r cos p, 7 sin ) sin? ¢

= Ogztop(x,y) cos? © + 205y usn(x, y) cos psin ¢ + Oyyuan(x, y) sin® ®,

sowie

0,v2p (1, ) = —(Ozuap ) (7 cos @, rsin @) rsin ¢ + (Oyusp ) (r cos @, rsin ) r cos ¢
= —0yuap(,y) rsin ¢ + Oyuap(z,y) r cos ¢,
Dpp020 (1, ) = (Dptian ) (1 cos g, 7 sin @) % sin? p — 2(0pyuap ) (7 cos ¢, 7 sin ) 72 cos @ sin ¢
+ (9yyu2p ) (r cos p, 7 sin @) 12 cos? ¢ — (Jpuap ) (r cos p, rsin @) r cos
— (Opugp) (T cos @, rsin @) rsin @
= Ogztop (2, y) r?sin? o — 20y uap (2, y) 72 cos @ sin ¢ + Oyyuon (2, ) r2 cos? o

— Ozugp(x,y) rcos ¢ — Oyuap (z, y) rsin @.



Setzen wir dies ein, so folgt

Arrvap (r, @) + 20,02 (1, ©) + £ 0ppvan (1, ¢)
= Oyxtion (2, ) cos® ¢ + 20, uap (7, y) cos @ sin ¢ + Oy, usp (2, y) sin ¢
0,z (2, ) €08+ Byuan (2, ) L sin g
+ Opruiop (,y) sin? ¢ — 20, usp (2, y) cos @ sin ¢ + d,,uap (,y) cos? ¢
— Oyusn(z,y) L cosp — dyuop(z,y) L sinp
= Oyztian (z,y)(cos® ¢ + sin? ) + dyyuap (x,y) (sin® @ + cos® ) = yrtian (2, y) + Oyyuan (T, y)
= Auap(z,y).

b) Fiir vsp gehen wir nun genauso vor. Um den Uberblick nicht zu verlieren werden wir im Folgenden
die Argumente (r, ¢, 0) bzw. (x,y,2z) = (rcos¢cosd,rsincosf, rsinf) von vsp bzw. usp weglassen.
Es gilt:
0rvsp = Ozusp cos g cos O + Jyusp sin ¢ cos § + 0, usp sin b,
D03 = Oprizp €082 @ cos? O + Dy usp sin? p cos? 0 + 9., uzp sin® 6

+ 20,y usp sin ¢ cos ¢ cos? 0 + 20, usp cos @sinf cos 0 + 20, usp sin ¢ sin 6 cos 0,
sowie

0,v3p = —0yusp rsin ¢ cos § + dyusp 1 cos ¢ cos §,
OippU3D = OgzU3D r?sin” p cos? 6 + OyyUsD r? cos? g cos?  — 20,yusp 72 sin ¢ cos ¢ cos? 0

— Oyugp 1 €cos p cos @ — Oyusp rsinpcos d,
und schlie3lich noch

Opvsp = —0Ozusp 7 cos @ sinf — Oyusp 7sin psin O + 9, usp r cos b,

2 2

Opovsp = Opplisp 12 COS> © sin? 6 + OyyUsD r2 sin? © sin? 0 + 8,,usp 12 cos? 0
+ 20,y usp 2 sin ¢ cos psin® 0 — 20,.usp 12 cos psin 6 cos ) — 20y, u3p 72 sin ¢ sin § cos @

— Opusp 7 cos @ cos ) — Oyusp rsinpcos — O, usp rsinb.
Setzen wir dies nun ein uns und fassen die passenden Ausdriicke zusammen, so erhalten wir

T%ﬁr (7“2 8T’U3D) =+

2 1
= ;8'rv3D + 8TTU3D + 72 cos2 eaLprUP)D

1 1
r2 cos? 0 a‘PL/”U?’D + 72 cos 0 % (COS 0 ae’UgD)

S8 Jyvsp + 5 evsp

.2
cos cospsin®f 1
T cos 6 + r cos 0 7 COSpCos 9) 8$ U3D

= (2 cos ¢ cos 6 —

. . .2
sin ¢ sinpsin®f 1 .
rcos 0 + T cos 6 7 S COS H) 8yu3D

sin p cos § —
- 1 .. 1 .
sinf — - sinf — - sin 0)3ZU3D

2sin ¢ cos @ cos? @ — 2sin @ cos @ + 2sin @ cos @ sin? 0) OzyU3D

+

+

+

+ (2 cos psin @ cos @ — 2 cos p sin 0 cos 9) Oyp2U3D

+ (2 sin @ sin 6 cos § — 2 sin ¢ sin 6 cos 9) Oy>UsD

+ (0052 pcos? 0+ sin? 0 +cos?p sin? 9) OrzU3D

+ (sin® g cos®  + cos” ¢ + sin® psin® 0) Jy, usp
+

+ (sin® 0 + cos? 9) 0,us3D.

Fiir den Ausdruck in der ersten Klammer gilt

B 2
2 _ cosy cospsin®f 1 _ 1 _ cosp(1—sin® )
Zcospcost — — =5 + = ~cospcosf) = - cospcosl — ———
_ 1 7coscpc0329 _
= scospcost) — =~—=— =0,



sin ¢ +singpsin29 1

pr e ~sinpcos = 0. Durch Ausklammern folgt auflerdem

und analog gilt % sin ¢ cos 6 —

25sin @ cos @ cos? § — 2sin @ cos ¢ + 2sin @ cos wsin? § = 2sin  cos p(cos? # + sin? §) — 2sinpcosp = 0,
cos? @ cos? 0 + sin? ¢ + cos? psin® @ = cos? (cos® O 4 sin? §) + sin? p = cos? p +sin p = 1,
sin? @ cos? § + cos? ¢ + sin? psin? 6 = sin? p(cos? O + sin? @) + cos? ¢ = sin® p + cos? p = 1.
Damit erhalten wir schliellich

1

oo 00(c0os 0 Ogu3p) = Orzusp + Oyyusp + 0.2usp = Ausp.

1 2 1
720:(r" 0rv3p) + 2o 03D +

Aufgabe 34 Radialsymmetrische Funktionen sind von der Form

u(@) = g(|1])),

mit
— g Zj
dju() = g’(llx”)ﬁ"
22 12
dju(Z) g”(Hx”) HfﬂQ +gl(||$H) (H - W)

Damit erhalten wir 1
Jn - n— o
Au(@) = ¢" (I1#]]) + Wg'(llxll)-

Es reicht hier also zunéchst die Gleichung

n—1

g"(r) + g'(r)=-1

r

zu betrachten. Die Substitution h(r) := ¢’(r) fithrt dann auf die inhomogenen lineare Differentialglei-
chung

h/(T) _ (1 ; n)

deren zugehorigen homogene Gleichung die allgemeine Losung

h(T‘) - 1;

1_
Phom(r) = ¢1 exp(/ n dr) =™, ¢ €R,
r

besitzt. Eine spezielle Losung kénnen wir nun mit Variation der Konstanten finden. Der Ansatz
hy(r) = ¢(r)r'=" fiihrt dann auf die Gleichung

-1

1
(it =1 = d(r)= =" <= c(r) = ——r" (+const.)
n

und wir erhalten h,(r) = f%r. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir h ist somit
1 1-n
h(r)=——r+4+cr ™", ¢ €eR
n

Fiir g erhalten wir dann

1,.2 .
_ _ —gr°+tcalnr+co, fiir n = 2,
g(r)—/h(r)dr—{ A2 o Ly ey fiirn £ 2, r#0, c1,c€R,

bzw. die Losung
u(@) =g(llz]), ##0.



Aufgabe 35 a) Seien a,b € R, a < b, beliebig. Dann befinden sich in dem Interall [a,b] zum
Zeitpunkt ¢

b
N(t) = / oz, 1) dz
Fahrzeuge. Weiter ist

oAt o
N'(t) = g ple,t)yde = [ Op(x,t)da.

AuBerdem entspricht die zeiliche Anderungsrate im Intervall [a, b] zum Zeitpunkt ¢ gerade der Differenz
des Flusses an den Randpunkten, d.h.

b
N'(0) = alast) - alv.0) = - [ Ouqlait)da.
Damit folgt
b
/ op(x,t) + Opq(z,t)dz =0
fiir alle Intervalle [a,b] C R, und somit ist auch

Op(x,t) + Opq(z,t) = 0.

b) Es gilt
1) = T t) = S 1) S 0, 1) = pla, ot ).
und somit
D) = (Dup) (s 0l,0) + plies ) (000) (2, 8) = (D) ol 1) — p(x,wvmaxw

= @)@ ) (00 1) = v 2 = (D) . Dl ).

Pmax

Dies liefert dann

Opu(z, t) + u(z, t)Oyu(x, t) = g Umax Op(z,t) — 2u(x,t) Umax Oup(x,t)

Pmax Pmax

= 220 (9 p(w, t) + ulz, )Dup(,1)) = —2°22 (B, p(, t) + Duq(x, 1))

Pmax max

2,

c) Das charakteristische System dieser Gleichung samt Anfangsbedingungen lautet hier

ki(s) =w(s),  ki(0) =¢,
17

ky(s) = k2(0) = 0,
1, fur £ <0,
w'(s) =0, w0)=<¢ 1-¢ fir0<&<1, p=:f(9).
0, fur £ > 1,
Als Losung fur ko erhalten wir hier
kQ(S) =S,

Setzen wir dies nun in die erste Gleichung ein, so erhalten wir hier die Differentialgleichung

kr(s) = £(6),



welche die allgemeine Losung
ki(s) =sf(§) +c1, ca €R,

besitzt. Setzen wir hier noch den Anfangswert ein, so folgt k1(0) = ¢; < ¢, also

s+€  fire<o,
ki(s) =sf()+&E=¢ s—sE+& fir0<€<1,
&, fir £ > 1,

Damit erhalten wir fiir ¢t < 1

o= ()

s+&, fur £ <0,
s—s8E+¢& fir0<é<l, t=s
& fir £ > 1,
t+ €, fiir £ < 0,
t+(1—1¢)¢, fir0<é<l, s=t
¢, fitr € > 1,
T —t, fiir:v—t<0<:)at<t
—= €=
z, furach

Dies fiihrt auf die Losung

1, fir x <'t, 1, fiir x <'t,
u(z,t) = w(s, &) = 1731”::, firt<ax<l, 3= 11:;”, firt<az<l1,
0, fir x > 1, 0, firz>1

= fir0< ¥ <l = t<a<l, s=t

firt < 1.



