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Hohere Mathematik ITI
fiir die Fachrichtung Physik

Aufgabe 36 Fiir v(r,¢) := u(rcosp,rsing), 1 <r < 2,0 < ¢ < 2, folgt nach Aufgabe 33

Ault,y) = Byl 9) + 000, 0) + ~50pg0(r,0) = 0
<= 120,,0(r, ) + 10,0(r, 9) + Opuv(r, ) = 0.
Fiir die Randbedingungen erhalten wir fiir 0 < ¢ < 27
v(r, ) = 1+ 3rcosp + 8% cospsinp = 1 4+ 3rcos ¢ + 4r?sin2p, fiir r = 1,

1 1
v(r,p) =14+2In2+ 3rcosp + 51"2 cospsing =1+ 2In2+ 3rcosp + ZTz sin2yp, fir r = 2.
D.h. fiir 0 < ¢ < 27 betrachten wir die partielle Differentialgleichung

720, 0(1, @) + 10,0(r, @) + Oppv(r,p) =0, 1<7r <2,
v(l,) =14 3cosp + 4sin2p,
v(2,0) =14 2In2 + 6 cos p + sin 2¢p.

Fiir v machen wir nun den Separationsansatz

v(r, ) = g(r)h(e),

wobei g, h # 0 (da sonst die Randbedingungen nicht erfiillt sind) und h eine 27-periodische Funktion
sein soll (da v(r,0) = v(r,2m) gelten muss). Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein,
so folgt
r2g"(r) +rg'(r) _ h'(p)

g(r) h(e)
Die linke Seite dieser Gleichung héngt nun nicht von ¢ und die rechte nicht von r ab. Da aber beide
Seiten fiir alle r, ¢ iibereinstimmen, hdngen beide Ausdriicke weder von r noch von ¢ ab. D.h. es gibt
eine Konstante A € R mit

r2g" (r)h() + g (h(e) + g(r)h"(¢) =0 =

r2g" (r) +rg'(r)
g(r)

_h"(p)

h(p)

Wir 16sen zunéchst die zweite dieser beiden Gleichungen.

=\ <= r%¢"(r) +7rg (r) — Ag(r) =0, (Euler-Dgl.)

=\ < h"(p) = =Ah(p). (lineare Dgl. mit konst. Koeff.)

Ist A < 0, so lautet die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung

h(p) = Cle\/jso + 0267\/5)\“07 c1,c2 € R

Diese ist aber nur fiir ¢; = ¢o = 0 27-periodisch, und dann wéire h = 0. Dies haben wir allerdings
wegen der Randbedingungen bereits ausgeschlossen.

Ist A =0, so ist die allgemeine Losung gegeben durch
h(‘P)20180+02» C1,C2 €R7

und diese Funktion ist nur dann periodisch, falls ¢; = 0.

Ist A > 0, so lautet die allgemeine Losung
h(@) = ¢1 cos(VAp) + casin(VAp), ¢1,¢0 €R,

welche genau dann 2m-periodisch ist, falls VA € N.



Die zweite Gleichung hat also genau dann eine 27-periodische Losung w # 0, falls A = n? fiir n € Ny.
Wir erhalten dann die Losungen

hn(p) = a, cos(ny) + ap sin(np), n €Ny, an,a, € R.

Da die Gleichungen durch A gekoppelt sind, brauchen wir auch bei der ersten Gleichung nur noch die
Werte A\ = n?, n € Ny, betrachten. Ist n = 0, so lautet die allgemeine Losung der ersten Gleichung

go(’/‘) = by +gohl’r‘, bo,go € R.

Im anderen Fall n # 0, erhalten wir die Losung

gn(r) = bpr™ +gn7"*", bn, by € R.

D.h. fiir jedes n € Ny ist
U (7, 0) = gn(1)hn(p)

eine Losung. Durch Aufsummieren erhalten wir dann die allgemeine Losung

v(r,p) =co+colnr + Z(cnr” + Cur ™) cos(ng) + (dpr™ + dpr ) SIN(NY),  Cny Cns dn, dp € R.

n=1

Setzen wir nun die Randbedingungen ein, so folgt

o0
v( = Z Cn + ) cos(ng) + (dn, + dy) sin(ny) =14 3cos p + 4sin 2¢

<~ cg=1, ¢ +c =3, d2+d2:4, n+¢=0(n#1), dn+gn:0(n7é2),

sowie

v(2,0) =14+¢In2+ Z(ch” + G ) cos(ne) + (dp2" + glvnQ%) sin(ne) 21422+ 6 cos p + sin 2¢

n=1

= ¢ =2, 2¢1 + 3¢1 = 6, 4d2+%c72:1, 2"y, + 3G = 0 (R #£ 1), 2"d,, + 5 dp =0 (n#2),
Weiter gilt

a+c=320+10=6 << c=3,¢ =0,
do+dy =4, 4dy + 1dy =1 = dy =0, dy = 4,
Cn +Cn =0, 2”cn+%~n:0<:>cn:0,5n:0,
dy +dy =0, 2"d, + d, =0 <= d,, =0, d,, =

Dies fiihrt uns dann auf die Losung
4 .
v(r,p) =1+ 2Inr 4+ 3rcos(p) + = sin 2¢p
8
=1+42Ilnr + 3rcos(p) + Tj(rcosgo)(rsincp),

bzw. auf die Losung der urspriinglichen Gleichung

8xy
’U,(x,y) :1+21n \/$2+y2+3x+m



Aufgabe 37 a) Machen wir einen Separationsansatz der Form
u(zx,t) = v(z)w(t),
so kénnen wir wegen der Randbedingung v = 0 und w = 0 ausschliefien (insb. ist auch v(0) # 0).

AuBlerdem folgt

w(0,) = v(0)w(t) = 3sin(2t) = w(t) = % sin(2t).

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

Opu(z,t) = %v(m) cos(2t),
Opu(z,t) = —%v(m) sin(2t),
Opzu(z,t) = mv”(w) sin(2t),

und damit

attu(xa t) - azmu(xv t) + 28{11(%, t) + U(.’E, t)
1

2 . 3 n \n 1271) x) cos iv x) sin
_U(O)“(x) sin(2t) — Ok (z)s (2t)+v(0) (z) cos(2t) + o(0) (z) sin(2t)
9 3 i —12 v(x) cos =
= (@)~ (@) 0 + gy eos2) =0
9 3 " _ un 171) x) = <:> v =

was wir anfangs ausgeschlossen haben. Also fithrt der Separationsansatz hier zu keiner Losung.
b) Versuchen wir hingegen den Ansatz
u(x,t) = upe”**sin(2t — bx), a,b R,

so folgt mit der Randbedingung zunéchst uy = 3 und die Beschrinktheit der Losung liefert a > 0.
Weiter haben wir die Ableitungen

Opu(z, t) = 6e " cos(2t — bx),

Opu(x,t) = —12¢~*“¢in(2t — bx),

Oru(z,t) = —3ae™ " sin(2t — bx) — 3be™** cos(2t — bx),
Opeu(z,t) = 3(a® — b%)e™ " sin(2t — bx) 4 6abe™ " cos(2t — bx).

Einsetzen liefert dann
Opu(x,t) — Opu(x,t) + 20pu(x, t) + u(z, )
= —12¢"““sin(2t — bx) — 3(a® — b?)e " sin(2t — bx) — 6abe** cos(2t — bx)
+ 12e7 %% cos(2t — bx) + 3e” “* sin(2t — bx)
=e ((3()2 — 3a® — 9)sin(2t — bx) + (12 — 6ab) cos(2t — bm)) 0
— 30°-3a>—9=0 und 12— 6ab=0,
220421, b=2

Damit erhalten wir die Lésung
u(z,t) = 3e” “sin(2t — 2x).



Aufgabe 38 Der Ansatz u(z,t) = v(z)w(t) mit v,w # 0 (u erfiillt sonst die Randbedingung nicht),

liefert uns ") n
v(z)w' (t) — " (2)w(t) =0 <= () = Ok

Da die linke Seite nur von = und die rechte nur von ¢ abhéngt, sie aber fiir alle x, ¢ {ibereinstimmen,
hingen beide Ausdriicke weder von z noch von ¢ ab. Also existiert eine Konstante A € R mit

(2)
'(t)
w(t)

Diese gewohnlichen Differentialgleichungen haben die allgemeinen Lésungen

=\ < v (x) = v(z),

1

g

=)\ = w(t) = w(t).

Vaz

v(x) = eV + cpe” und  w(t) = cze*,  c1,¢0,c3 €R.

Hier kann man auch bereits A = 0 ausschlieflen, da sonst u(z,0) = cos(mx) nicht erfiillt sein kénnte.
Aus den Randbedingungen 9,u(0,t) = d,u(1,t) = 0 folgt v'(0) = v'(1) = 0. Mit

V'(z) = VAV — cpv/he VA
folgt dann
v'(0) = \[\(cl —c)=0 < c¢1 =ca,
V(1) = VA(ereY? —cre V) =0 = P =V

«— 2VA=2min, neN

= A=-—7°n?, neNlN

Damit ergeben sich fiir jedes n € N die Losungen
. e 2,2
minT 016 minx ™n t

vp(x) = cre = 2¢y cos(mnx), wy(t) = cse

Aufsummieren liefert die allgemeine Loésung

u(z,t) = Z vp (@)W, (z) = Z an cos(ﬁna?)e_”2"2t.
n=1 n=1

Mit der Anfangsbedingung u(x,0) = cos(wx) erhalten wir nach Koeffizientenvergleich a; = 1 und
a, = 0 sonst. Insgesamt fiithrt dies auf die Losung
u(z,t) = cos(ﬂ'x)e_”zt.
Aufgabe 39 a) Ist u(Z,t) = e*v(7) fiir ein k € R, so folgt
Ou(Z,t) = ike™v(Z), Oyu(®,t) = —k%*u(Z), Agu(Z,t) = ™ Av ().

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

Onu(,t) — Agu(i,t) = —k2e* o (F) — e Av(T) 20 k*0(%) + Av(Z) = 0.

b) Machen wir nun den Ansatz
v(Z) = g(x1)h(z2)

so stellen wir zunéchst fest, dass ¢ = 0 und h = 0 die Losung v = 0 liefern. Nehmen wir im Folgenden
nun an, dass g # 0 und h # 0 ist, so folgt

g"(x1) _ h'(x2)
g(x1) h(x2)

Av(Z) + k20(Z) = g (z1)h(z2) + gla1)R (x2) + k2g(z1)h(z2) = 0 <= — k2.



Da beide Seiten jeweils nur von einer Variable abhéngen, existiert ein A € R mit
g/I (xl)
g(z1)

h”(l‘ ) 2 " _ 2
_ h(x;) — k=) = h'(z2) = —(K* + Nh(z2).

Diese Gleichungen haben die allgemeine Losung

=X = ¢"(x1) = Mg(a1),

g(x1) = 1™ fepeVA e o €R,
h(zg) = cze¥ K 7AT2 e VTR o o) € R

Die Randbedingungen v(0,z3) = v(a,z2) = 0 bzw. v(z1,0) = v(z1,b) = 0 liefern g(0) = g(a) = 0
bzw. h(0) = h(b) = 0. Setzen wir diese ein, so erhalten wir

g(O)ch—i—cQéO <~ Cy = —C1,

gla) = c1e®* — =™ L0 = 20X =2miM, MeN
2

M
= A=-1’—, MEeN,
a

sowie

h(O):c3+C4éo = ¢y =—cs,

h(b) = c3e?V TR e VTR L0 = 2by/— =2miN, NeN
N2
= —kQ—)\:—FQb—Q, N eN.
Dies fiithrt uns auf

gum(z1) = clei’r%zl - clef“r%x1 =an sin(ﬂxl)

N .
1T T2 ’L7l'b$2 _bNSIH( B 1'2)

hn(z2) = cse — c3e

fir M, N € N mit k? = 722~ C 4 b2 . Aufsummieren liefert uns dann die allgemeine Losung

v(Z) = Z CM,N sin(%xl) sin(%@),

M,N

wobei die Summe {iiber alle Paare (M, N) € N? lduft mit k? = 72 1\(142 + 72 1;72 .

Aufgabe 40 Wir wiederholen zunéchst ein paar Eigenschaften der Fouriertransformation .# in R™.
Fiir geeignete Funktionen f definieren wir

F(1)E) = f(&) = / e FEp(@) Az, £ R

~—

Dann gelten u.a. folgende ,,Rechenregeln®:

) Z(f@))@) =aF(f)(EE), fira#o,

—

2) F(f(-—)E) =eMEF()E), firheR,

3) F(eFf)(E) =F()E-h), firheR,

4) F(0f)(© Z“”é“ﬂf)ﬁ

5 F(Ff)@) Y f(—7), insb.: ist f gerade, so gilt .F2f = (27)""f,
6) Fiir die Funktion f() := e~ 3% = e~ 31717 gilt Z(f)(€) = (2m) e~ 3E.



Betrachten wir nun die Gleichung

Ou(Z,t) = —iAzu(Z,t),

o
=
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—

und wenden darauf die Fouriertransformation .% an, so folgt fiir a(¢,t) := . (u(-,t))(£) und mit der
Regel 4)

opa(E,t) = ii* Y G ) = =il *a(E ).
k=1

Halten wir £ fest und definieren wir ye(t) = (€, 1), so steht hier aber nichts anderes als die einfache
lineare Differentialgleichung

ylt) = —ill€l2yelt),

welches die eindeutige Losung
—illEN2
ye(t) = yg(0)e eI

besitzt. Es gilt weiter

und Regel 3) und 6) liefern

— (2m)% e 3IE-I

~
o)
—"

Damit erhalten wir

aé,t) = (2m)® @—%Hf—ﬁllze—il\ﬁl\?t _ (QW)%B—%|\5—ﬁ\|2e—it(Hf—ﬁ\lz+2(§—ﬁ)ﬁ+\|ﬁ\|2)

= @(5_ 777 t) = ( )

{
|3

/—\
\./

mit $(E.¢) 1= (2m) % e~ b8P~ (IEPH2EFHIAZ) _ (97)5 it —2it7€ o~ 3 Q+2i)IE1° | Definieren wir
nun )
ﬁ/({, t) = (QW)%eﬂ't\lﬁlﬁef%(1+2it)|\g\|2

und werfen eine Blick auf Regel 2), so gilt gerade
0(Et) = e 2TED(E 1) = F (w(- — 2t7,1)) (€).
Aus der Eindeutigkeit der Fouriertransformation folgt nun zum einen nach Regel 3)
w(Z,t) = "%y (Z, 1)

sowie
) = w(T — 2t7,1).

u(Z,t
Da 1 gerade ist, folgt nach Regel 5): w(Z,t) = (2m) " "F ((-,t))(
dann gerade

&1

). Nach Regel 1) und Regel 6) gilt

w(f7 t) — e*itHﬁHQ(l + 2it)75€_§ 1423t
und somit erhalten wir die Losung

1 JlE—2t7)2

iﬁ'fw(f —2t7]) = (14 2it)~ %ei(ﬁ'fft”ﬁ”%e*? T+2it



