Erginzung zum 4. Tutorium: Laguerre’sche Differentialgleichungen

Die Differentialgleichung
2y + (1 —2)y +ny=0, neNy,
wird nach dem franzosischen Mathematiker Edmund Laguerre benannt. Sie tritt uw.a. in der Quan-

tentheorie bei der Losung der Schrédingergleichung fiir das Wasserstoffatom auf.

Zur Losung dieser Gleichung machen wir einen abgewandelten Potenzreichenansatz, d.h. wir machen

den Ansatz
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Nach Einsetzen erhalten wir
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Dies fiihrt uns auf die determinierende Gleichung A\?> = 0, d.h. wir haben die zweifache Nullstelle
A = 0. Nach Vorlesung finden wir daher ein Fundamentalsystem der Form

(x) = Z cpak, ya(x) = y1 () In(z) + Z dx®.
k=0 k=1

Wir berechnen zunéchst ;. Nach Einsetzen (gleiche Rechnung wie oben mit A = 0) und Koeffizienten-
vergleich sehen wir, dass ¢y # 0 beliebig gew#hlt werden kann und wir auflerdem die Rekursionsformel
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erhalten. Wahlen wir ¢g := 1, so folgt
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Wir vermuten daher die explizite Formel
n! 1 (—=1)* /n
— (=1)F = k <n.
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was wir mit vollstdndiger Induktion beweisen wollen. Da die zweite Behauptung trivial ist, bleibt
noch die erste zu zeigen. Den Induktionsanfang davon haben wir bereits gesehen. Nehmen wir also
an, dass die Behauptung fiir ein & € {0,...,n — 1} gilt (IV), so folgt
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Somit erhalten wir als Losung das Polynom
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welches auch Laguerre’sches Polynom genannt wird. Man beachte allerdings, dass insbesondere in der
Physik auch
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den Namen Laguerre’sches Polynom tragt. Der Vollstandigkeit halber wollen wir noch die zweite, zu
y1 linear unabhiéingige Losung angeben. Nach unerfreulichen Rechnungen erhalten wir hier:
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wobei ag := 0 und «y, ::1+~-~+%fﬁrk€N.

Die ersten 7 Laguerre’schen Polynome haben folgende Gestalt:

lo(x) = 17
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lr(z) =1— 22+ 122,

l3(z) =1—3z+ 32° — La°,
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lo(z) =1— 62+ 227 — 077 4 32 — Lo 4 140,
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In der Literatur begegnet man noch weiteren Polynomen, die mit den Laguerre’schen Polynomen in
Verbindung stehen. Bei der Losung der Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom treten - je nach
Formulierung - die sogenannten assoziierten bzw. zugeordneten Laguerre’schen Polynome auf.

Die assoziierten Laguerre’sche Polynome sz’ / LSZ“): Die Laguerre’schen Polynome erfiillen
natiirlich die Gleichung x!! + (1 — x)I, + nl,, = 0. Nach Differentiation erhalten wir

' + (2 —2)l + (n—1)ll, =0,
d.h. 1Y =1, erfiillt die Gleichung
zy" + (2—2)y + (n—1)y=0.

Vollig analog zeigt man nun, dass 1= %ln (und auch P = dd—;CLn) die wverallgemeinerte
Laguerre’sche Differentialgleichung

2y +(k+1—-2)y +(n—k)y=0
lost.

Die zugeordneten Laguerre’sche Polynome ¥ / LF: Von obigen Polynomen ausgehend definiert
man nun (man beachte die fehlenden Klammern im Exponenten)
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= (=1)" lfﬁgk und  LF = (—1)F =nlik.

Diese 16sen die Differentialgleichung

vy’ + (k+1—-2)y +ny=0.



