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1. Ubungsblatt

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass die angegebenen Funktionen die Differentialgleichung l6sen:

a) Firce Rist y(zr) = —tan(z + ¢) fiir x € R mit cos(z + ¢) # 0 eine Losung von
v +y +1=0;
b) Fiir c € Rist y(x) = —In(cosz + ¢) fir z € R mit cosx + ¢ > 0 eine Losung von

Yy = eYsinw.
Lo6sung

a) Seic € R belibig, D := {x € R : cos(x 4+ ¢) # 0}. Wegen cos(z +¢) # 0 <—
z+c € (mn+m/2, m(n+1)+m/2) fireinn € Z, gibt es zu jedem = € D ein n € Z mit
x € (mn+m/2—c, m(n+1)+7/2—c). Wirsetzen I := (mn+7/2—c, 7(n+1)+m/2—c)
und definieren y : I — R, y(x) := — tan(z + ¢). Dann ist y € C'(I), und es gilt:

1

(@)= ———F——= firz el
y' () co?(z +0) ir z
Wir folgern fiir x € I:
yQ(I) + y,(l’) +1= tan2(x —+ c) — ; +1
cos?(x + ¢)
. 2 1
_ sin (x +¢) B O
cos?(x +c¢)  cos?(x +c¢)

sin®(z + ¢) — 1 + cos?(z + ¢)
cos?(z +¢)
—cos?(x + ¢) + cos*(z + ¢)
cos?(z + ¢)

=0.

Somit ist y eine Losung von y? + 14 + 1 = 0 auf I.

— bitte wenden —
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b ) Analog zu a) stellen wir fest, dass es zu jedem z mit cosz + ¢ > 0 ein Intervall
I C R gibt mit € I und cosy + ¢ > 0 fiir alle y € I. Wir definieren y : I —

R,y(x) := —In(cos z + ¢) und rechnen nach:
, sinx .
=——f I.
y(@) cosx + ¢ e

Wir folgern fiir « € I:

eV gin @ = e~ nleoszH) gy 4
sin x
eln(cos z+c)
sin
COSZ + ¢
=y'(v).

Somit ist y eine Losung von y' = e¥sinx auf I.

Aufgabe 2

a ) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems y' = Sigy, y(3) =2,z >0;

b ) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems 3 = tanz - (y? — 1),4(0) =
0,z > 0.

Lo6sung

a ) Die Gleichung hat die Form ¢y = f(z)g(y) mit f : (0,00) — R, f(z) = 1/x
und g : R — R, g(y) = siny. Gesucht ist die Losung des Anfangswertproblems
y = f(2)g(y),y(3) = 5 auf I = (0,00).

Die Nullstellen von ¢ sind y,, := nm,n € Z. Die konstanten Funktionen ¢,, : I —

R, pn(x) = y, erfiillen also die Gleichung auf I, jedoch nicht die Anfangsbedingung,.
Sei p € C1(I) eine Losung des Anfangswertproblems auf I. Dann gilt f.a. z € I:

/ — = / f(t)dt, wobei zg :=1/2,yo := 7/2.
Y0 g9(t) z0
Wir berechnen die Integrale:
/ vt 7 dt
Yo g(t) %0 sint
— [lntan(t/Q)]gjo
= Intan(y/2) — Intan(y/2)

)
= Intan(y/2) — Intan(r/4)
= Intan(y/2)

— bitte wenden —



und

/:f(t)dt: Cdt

o 13
= [Int]7,
= In(z/x0)
= In(2x).
Folglich erfiillt ¢ die Identitét In tan(p(x)/2) = In(2z). Damit ist ¢(x) = 2 arctan(2x).

Die Gleichung hat die Form 3y = f(x)g(y) mit f : (0,27) — R, f(z) = tanxz
und g : R — R, g(y) = y> — 1. Gesucht ist die Losung des Anfangswertproblems
y' = f(x)g(y),y(0) =0 auf I = (0,00).

Offenbar sind die beiden konstanten Losungen der Gleichung, die sich als Nullstellen
von g ergeben, keine Losung des Anfangswertproblems. Sei ¢ € C'(I) eine Losung
des Anfangswertproblems auf /. Dann gilt f.a. z € I:

[y 1o

—[arctan(t)]g

= —arctany.

Wir berechnen die Integrale:

und

/Om f(t)ydt = /Or tan(t)dt

—[In(fcos t[)]5

= —In(|cos z|).

Wegen arctany = ;In 1“” fiir |y| < 1 ergibt sich:

1.1 1
—ln+—90(x) = In(|cosz|) <= ln —i—gp(x) = In(|cos z|?)
21— () ()
1
1 j_L (';E 3 (cos 1)?
< ¢(z)(1+cos’r) =cos’z — 1
— o) cos’x — 1
r)=—5—7—.
7 cos?z + 1

— bitte wenden —



Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Anfangswertprobleme:

a)
b)
c)

y' = may(o) = 3;
Yy =er y(1) = 0;

2_
y = s ) <

L6sung

a)

Trennung der Variablen liefert fiir die Losung y:

y(z) ) x tdt
t°dt = _—
3 0o 3V1+1¢2

Wegen Gv1+12 = Lo gilt [ 95 = [VI+ 2§ = V1 + 22 — 1. Somit:

142

y(z) 1
/ £2dt = ~ [t
3

Damit ist y(x) = (v/1 + 22 + 26)/3.

Wir formen die Gleichung um und erhalten y/eYe®” = e*. Mit (e?")" = y/e¥e®” folgt
e’") = e 4 ¢ fiir ein ¢ € R. Wegen y(1) = 0 ergibt sich (e’ = ¢’ = ¥ + ¢,
also ¢ = 0. Damit ist e*’®) = ¢ und somit y(z) = Inln(e”) = Inz.

Die Trennung der Variablen liefert fiir die Losung y:

vel ot —3 “1

/ A3 gy / 1

g t2—06t+5 1T
Ausfithrung der Integrale liefert [In|t2 — 6t + 5|)%") = —[In|#[)?. Daraus ergibt
sich In|y(z)* — 6y(x) + 5| — In3 = —In|z|. Wir formen das um und erhalten

In|y(x)? — 6y(x) + 5| = In(3/|z|). Das gilt genau dann, wenn |y(x)? — 6y(z) + 5| =

Da die Losung auf einem Intervall I definiert sein muss mit 1 € I, gehen wir von
I C (0,00) aus. Auf I ist |z| = x. Da y(1) = 2, ist y(1)*> — 6y(1) +5 = -3 < 0.
Wegen y € C'(I), gibt es eine Umgebung J C I von 1 mit y(z)*—6y(z)+5 < 0,7 €
J. Somit gilt y(z)? — 6y(x) +5 = —3/x auf J bzw. y(z)? — 6y(z) + 5+ 3/z = 0.
Wir 16sen diese Gleichung bzgl. y(x) auf und erhalten:

— bitte wenden —



y(x) =3+ /4 —3/x.

Wegen y(1) = 2 folgern wir, dass y(z) =3 — /4 — % die Losung des Anfangswert-

problems auf .J ist. Da aber y auf ganz I = (%, 0o) definiert ist, in C*(I) liegt und
auf I die Gleichung sowie die Anfangsbedingung erfiillt, ist y die Losung auf 1.

Aufgabe 4

Losen Sie die Differentialgleichung:

a)

b)

r(x+ 1)y + (z — 2)y* = 0;

2zy + (1 + 2%)y’ = 0.

Lo6sung

a)

Wir trennen die Variablen und erhalten:

Y x—2

v a(r+ 1)

Mit Partialbruchzerlegung erhalten wir:

xr — 2 2 3

z(x+1) _E+x+1'

Wir integrieren:

=1 C
n\:v—l—lP +
Somit:
1
Y= 22
“hg - O
B 1
lnm;r—jp—C.

— bitte wenden —



b ) Trennung der Variablen liefert:

dy__/ 2T
y 1+ 22

Es folgt Inly| = —In|1 + 2% + C. Somit ist |y| = e“1/(1 +2?). Wir setzen A := e“

und erhalten |y| = A/(1 4 2?). Also existiert ein K € R mit y = .
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