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Aufgabe 13 Existenz und Eindeutigkeit

Zeigen Sie bei den folgenden Anfangswertproblemen, dass sie jeweils genau eine Losung
im Intervall [1, 2] besitzen:

a) y =sin(v3zr —x? —2)y, y(%) = 103;
b) y =sin(v3z — 22 —2)y*,y(}) =
Losung

Es gilt 3z —2? — 2 = (x — 1)(2 — ) > 0 auf [1,2]. Also ist v/3z — 22 — 2 definiert auf
diesem Intervall.

a) Wir setzen f(z,y) = sin(v3z — a2 —2)y fir (z,y) € R = {(s,t) : |s — 3| <

%, |t — 103 < b} mit einem b € (0,00). Dann gilt wegen |sint| < 1:

[f(z,y) = [z, 2)] = [sin(v3z — 2% = 2)[ly — 2| <[y — 2]

1
1

und
M = max |f(z,y)] < max |y| b+ 10°.
(zy)ER (zy)ER
Da f stetig in R ist und Lipschitz-stetig bzgl. y, liefert der Existenz- und Eindeutig—
keitssatz, dass es elne eindeutige Losung auf [— —a, +a] gibt mit o := mm{Q, i
Nun gilt 7 L 2 Z +105 Da b beheblg sein kann, konnen wir jedes b > 10° wahlen
sodass & > wird und somit o = <. Dadruch erhalten wir Existenz und Eindeu-

MZ 2
tigkeit auf [1,2].

b ) Wir setzen f(z,y) := sin(v/3z — 22 — 2)y* fiir (z,y) € = {(s,t) : |s =3 <

.|t — 3] < b} mit einem b € (0,00). f ist stetig auf R. Wle in a) gilt:

|f(z,y) — f(x,2)] = [sin(v3z — 2? — 2)||y? = 2°| <y +2lly— 2| < (ly|+|z])]y — 2.

und .
M = max |f(z < max b+ —
max [f(z,y)] < max y] <b+ 7.
Fiir (z,y), (v,2) € R gilt |y + |2] < 2(b+ }). Damit ist |f(fc y) — f( ,2)| < 2(b+
Dz — y| Also f Lipschitz-stetig bzgl. v. er setzen b := 1 sodass = > bfr’ =1
Mit « = m1n{2, L= % erhalten wir mit dem Existenz- und E1ndeut1gkeitssatz,
dass es genau eine Losung auf [2 — «, 3 + o] = [1, 2] gibt.

— bitte wenden —
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Aufgabe 14 Differentialgleichung mit getrennten Variablen

Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem v’ = f(z)g(y), y(zo) = yo mit f € C([1),g €
CHILL),xo € I,y € Iy, I, I, C R offene Intervalle, eine eindeutige Losung besitzt.

Lo6sung

Wir haben eine Gleichung der Gestalt ¢y = F(z,y) mit F(z,y) := f(z)g(y). Da
f e C(1) und g € C(y), ist FF € C(R) mit R := I x I,. Nun gilt |F(z,y) —
F(z,z)| = |f(z)|lg(y) — g(z)|. Der Mittelwertsatz liefert, dass zu y, z € Iy ein {(y, z) €
[miny, z, max y, z| existiert mit g(y) — g(z) = ¢'({(y, 2))(y — z). Damit ist |F(z,y) —
Fa,2)| = [f(0)llg(y) = g(2)| = [f()|lg'(€(y, 2))lly — 2|. Seien nun U = {z € I :
[t —20| <a} CLudV :={yel:|ly—y| <b} CL DafeCU),qgecCV)
und U,V kompakt, gibt es A > 0 und B > 0 mit |f(z)] < A fur alle x € U und
ld'(y)| < Bfiralley € V. Auf R := U x V gilt damit |F(x,y) — F(x, z)| < L|ly — 2| mit
L := A-B. Da ferner F' € C(R') ist, liefert der Existenz- und Eindeutigkeitssatz, dass
es ein Intervall I C U gibt, sodass auf I genau eine Losung des Anfangswertproblems
existiert.

Aufgabe 15 Bernoullische Gleichung

Wir betrachten das Anfangswertproblem v’ + h(x)y = q(x)y®, y(zo) = yo > 0, zur Ber-
noullischen Differentialgleichung mit h,q € C([1), I = {z : |v — 2| < a} und o # 1.
Zeigen Sie, dass dieses Problem eine eindeutige Losung besitzt.

Lo6sung
Die Gleichung hat die Gestalt ¢/ = f(x,y) mit f(z,y) := —h(z)y + ¢(x)y®. Wir setzen
ferner g(y) := y® fiir y > 0. Dann ist g € C*((0,00)). Nun gilt:

|f(z,y) — f(x,2)| = |h(z)(z —y) +q(x)(g(y) — 9(2))| < |h(2)|ly — 2| + |q(2)||g(y) — g(2)].

Analog zu Aufgabe 14 existiert zu y, z € (0,00) ein £(y, 2) € [min{y, z}, max{y, z}| mit

9(y) —9(2) = ¢'(€(y, 2))(y — 2) = a(&(y. 2))* " (y — 2).

Damit ist |g(y) —g(2)] < a|¢(y, 2)|* "y —2z|. Sei nun I := [yo—b, yo+b] mit einem b > 0
und yo — b > 0, sodass yg € I, und 0 ¢ I. Dann gibt es ein A > 0 mit «|(y, 2)[* ' < A
fiir alle y, z € I, da mit y,z € Iy auch {(y,2) € Is. Da h,q € C(I;), gibt es ein B > 0
mit h(x),q(x) < B fir alle z € I;. Es folgt:

|f(z,y) = flz, 2)| < [h(2)lly — 2|+ |g(@)|l9(y) —9(2)| < Bly—2|+A-Bly—=z| < Lly— 2|
mit L := max{A, A-B}. Damit ist f Lipschitz-stetig auf R := I x I,. Ferner ist f stetig

auf R. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz liefert somit die Existenz einer eindeutigen
Losung auf einem Intervall J C I;.

Aufgabe 16 Implizite Differentialgleichungen

Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Anfangswertprobleme in Parameterform:

— bitte wenden —



a) ()P+y —2=0y(0) =1L
b) y—In(l+(y)?) =0,y(0) =0;
c) 2% +ay —y=0,y(1)=1.
Losung

a ) Wir priifen, ob eine affine Funktion auf einem Intervall J Losung der Gleichung
sein kann:

F(z,ar+b,a) = a®*+a—z = 0 fiir alle # € J genau dann, wenn x = a”+a fiir alle z € J.

Da dies offenbar nicht sein kann, entfallen affine Funktionen als Losungen.

Wir machen den Ansatz t := y/(z),v¥(t) := z, x(t) := y. Aus F((t), x(t),t) =0
folgt t> + ¢ — ¥ (t) = 0 und somit ¥ (t) = t* +t. Wegen x'(t) = t/(t) ergibt sich
X' (t) = 3t3+1t. Folglich ist x(t) = 3t*+ 1t* 4+ C. Wir setzen die Anfangsbedingung
ein: 0 =2z =(t) =1+t alsot = 0. Nun folgt 1 = y(0) = x(0) = C. Somit
lautet die Losung in Parameterform ¢(t) = t* + ¢, x(t) = 263 4 5% + 1.

b ) Wir betrachten Geraden als Losungen: 0 = F(x,ax + b,a) = ax + b — In(1 + a?).
Das gilt genau dann, wenn ax + b = In(1 + a?) ist. Das kann nur bei a = 0 gelten.
Das fiihrt zusammen mit der Anfangsbedingung auf y(z) = 0 als Losung.
Fiir nicht-affine Losungen machen wir den Einsatz ¢t := ¢/, 1(t) := z, x(t) := v.
Dann fiithrt F(¢(t), x(¢),t) = 0 auf x(t) —In(1+#*) = 0 und somit x(¢) = In(1+¢?).
Weiter gilt x/(t) = t¢/(t) und somit ¢'(t) = x'(t)/t = 1%2 Integration liefert
(t) = 2arctan(t) + C. Aus der Anfangsbedingung folgt 0 = y = x(¢) = In(1 + ¢?)
und somit ¢ = 0 sowie 0 = z = ¢(0) = 2arctan(0) + C' = C und somit C' = 0. Die
Parameterdarstellung der Losung ist also 1(t) = 2arctan(t), x(t) = In(1 + ¢2).

¢ ) Man sieht leicht, dass affine Funktionen keine Losungen sind. Nun machen wir die
iibliche Ersetzung ¢ := ¢/, x(t) := y,%(t) := x und erhalten x(t) = ¢ (t)%e! + t(t)
sowie x/ = t'. Damit gilt t1'(t) = 2 (¢)'(t)e! + ¥ (t)%e! + t'(t) + (). Es folgt
' = —Le7t —Ly(t). Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet ¢ (t) = Ce™ 3!+
e~*. Die Anfangsbedingung y(1) = 1 liefert 1 = x = ¢ (¢t) und 1 = y = x(t) = e’ ++¢.
Also t = 0 und damit 1 =z = 9(t) = C' + 1. Es folgt C' = 0 und damit ¢(t) = e™*
und x(t) = et +tet = (1+t)e .
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