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9. Ubungsblatt

Aufgabe 33 Homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung

Losen Sie die folgende Randwertaufgabe und das folgende Anfangswertproblem:

a)
b)

'+ 7y =0,9(0) = 1,y(3/2) = =5;
y" + 16y’ + 100y = 0,y(0) = 2,¢'(0) = 8.

L6sung

a)

Das charakteristische Polynom ist p(z) = 2? + 72 = (x — im)(x + i7) mit den
Nullstellen i und —iw. Damit lautet die allgemeine Losung y(z) = asin(mzx) +
bcos(mx). Die Randbedingungen liefern 1 = y(0) = b und —5 = y(3/2) = —a.
Somit lautet die Losung y(z) = 5sin(mzx) + cos(mz).

Das charakeristische Polynom ist p(z) = z? + 16z + 100. Die Nullstellen sind
71 = —8—6i und w3 = —8+6i. Die allgemein Losung ist also y(x) = c;e™5 sin(6z)+
coe8% cos(6z). Mit 2 = y(0) = ¢, folgt y(z) = e sin(6x)+2e 5% cos(6x). Damit
ist ¥/ (z) = —8e7%(cy sin(6z) + 2 cos(6z)) + e 3 (6¢; cos(6x) — 12sin(62)). Damit
gilt 8 = y/(0) = =16+ 6¢; und somit ¢; = 4. Die Losung des Anfangswertproblems
ist daher y(z) = 4¢3 sin(6x) + 2e 5" cos(6x)

Aufgabe 34 Der gedimpfte harmonische Oszillator

Losen Sie die Bewegunsgleichung y” + 27y’ + wiy = 0 des geddmpften harmonischen
Ostzillators fiir die Félle v > wg, v = wo, 7 < wp.
Lo6sung

a)

b)

Y > Wo:

In diesem Fall hat das charakterstische Polynom zwei reelle Nullstellen z; =
—y = /2 —wi s = —y + y/7? —wi. Die allgemeine Losung ist also y(z) =
e*W(cle’\/mx + cze\/m“).

Y = Wp:
Das charakteristische Polynom hat eine zweifache reelle Nullstelle —v. Damit

lautet die allgemeine Losung y(x) = c1e7 7% 4 coxe ",
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c) v <wp:
Die zwei komplexen Nullstellen —y+iy/w3 — 2 und —y—iy/wi — 2 des charakte-
ristischen Polynoms liefern als allgemeine Losung y(z) = ¢ie ™7 cos(y/wg — 7y2x) +

c2e 7 sin(\/wd — y2x).

Aufgabe 35 Fulersche Differentialgleichung

Losen Sie die folgenden Differentialgleichung vom Eulerschen Typ:
a) aty® 4+ 623y" — 22y + 20y = 0;

b) 2?y® 45y +y" + 2y — Sy =0.

Losung

a ) Der Ansatz y(x) = 2 fiihrt auf das charakteristische Polynom p()\) = (A +2)2(\ —
2—1)(A—2+1). Das liefert als Fundamentalsystem {x~2 =2 Inx, z? cos(In x), 2% sin(ln ) }.

b ) Wir multiplizieren die Geichung mit 22 und erhalten z%y™® + 52%y" + x%y" +
2xy’ — 2y = 0. Dies ist eine Eulersche Differentialgleichung. Der iibliche Ansatz
y(z) = 2* fithrt auf das charakteristische Polynom p(A\) = (A — 1)3(\ + 2). Das
liefert als Fundamentalsystem {x, zInz, z(Inx)? =2}

Aufgabe 36 Potenzreithenansatz

Losen Sie das Anfangswertproblem zy” — 3 — 423y = 0,y(0) = 1,%”(0) = 0, mit dem
Potenzreihenansatz y(z) = Y2 a,a™.

Lo6sung

Wir machen den Ansatz y(z) = >~ a,z". Ableiten liefert y/(z) = >

n—1 ,/
n=1 AT Y (x) =
>, n(n — 1)a,a™ 2. Einsetzen in die Gleichung fiihrt auf:

—ay + 3azz® + Z((n —1)(n+ 1)apsy1 — 4a,—3)z" = 0.
n=3
Es folgt a; = 0,a3 = 0,a,11 = man_g fir n > 3 bzw. a, = 7ln 3y -4 fir n > 4.

Ferner liefern die Anfangsbedingungen ay = 1,a; = 0. Mit vollstdndiger Induktion
1

zeigen wir a, = R falls n = 4m fiir ein m € N, und a, = 0 sonst. Es folgt

y(@) = 30l o™ = cosh(a?).
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