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Aufgabe 37 Potenzreihenansatz

Losen Sie das folgende Anfangswertproblem mit einem Potenzreihenansatz:
y' + 22y —y=(1+z+2%e",y(0) =0,y (0) = =

Lo6sung
Wir machen einen Potenzreihenansatz y(z) = >~ a,2". Dann gilt:
/! / - n
y' 42y —y = Z((n + 1) (n+2)apie + (2n — a,)z".
n=0

Die rechte Seite ergibt nach Einsetzen der Exponentialreihe:

0o 1+n2

2\ x __ n

(1+z+2e —g P
n=0

Koeffizientenvergleich liefert (n + 1)(n + 2)an42 + (2n — 1)a, = 12—?2 und wir erhalten
a _ 1+n2 2n—1 a ‘
n+2 (n+2)! (n+1)(n+2) 77"

Wir zeigen mit vollstédndiger Induktion, dass gilt a,, =

m fiir n > 1. Die Anfangs-

3= ﬁ = a;. Mit der Rekusionsformel

Wir nehmen an, dass fiir ein n € N gilt a, =

bedingung ergibt y(0) = 0 = ao und y/'(0) =
— L

von oben erhalten wir a; = 575. —Q(nl_l)l

_ 1 _ 14n? 2n—1 _ 1+4n? 2n—1 1 _
und anyy = 5. Dann folgt ante = G755 — Gafimma® = Gad) — GrhmrD) 2D
Lin? _ n@n-l) 1 Analog zeigen wir a,435 = s——=-
nt2)! — 2(n+2) 2+l g 7e1g n+3 = 2(nt2)l
Nun gilt fiir die Losung y(z) =Y 0, mx” = Sev.

Aufgabe 38 Potenzreihenansatz

Geben Sie die fiinf ersten Terme der Potenzreihe um den Punkt z = 2 der Losung des
Anfangswertproblems y” + 3/ — Iny = €%, y(2) = e,9/(2) = €.

L6sung

Wir machen den Ansatz y(z) = > . a,(x — 2)". Dann gilt a,, = % Wir brauchen
die ersten fiinf Terme, also Ableitungen von y bis Ordnung 4.

Wegen ¢ = e — ' + Iny und y(2) = e,y (2) = €? folgt y”’(2) = 1. Aus der Gleichung
folgt weiter v = —y" +y'/y + €® und y@ = —y" — (y)? /3> + 4" /y + e”. Damit haben
wir 4(2) = —1+e+e?und y?(2) =1+ 1/e —e? —e.

— bitte wenden —
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Aufgabe 39 Verallgemeinerter Potenzreithenansatz

Bestimmen Sie mit einem verallgemeinerten Potenzreihenansatz die allgemeine Losung
der folgenden Differentialgleichung;:

3
z?y + §a:y' +ay =0,z >0.

Losung

Wir mache einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz y(z) = Y 2 a,2"t?. Es gilt
y(x) =>2(n+0)ayz" e und y"(z) = > 07 j(n+ 0 — 1)(n+ 0)a,x™ e 2. Einsetzen
in die Gleichung liefert po(o +1/2)agz?+ > 2 ((n+0)(n+ 0+ 1/2)ay, + a,—1)z" "2 = 0.
Es muss also gelten o(o+1/2) = 0. Wir folgern also g1 = 0, 0o = —1/2. Da 01 — 02 ¢ Ny
und beide reell, gibt es ein Fundamentalsystem der Form y; (z) = 29 "7 a,2™, ya(z) =

x> by mit ag, by # 0. Fiir ¢ = g liefert Koeffizientenvergleich a,, = —(27;'3;1—1*)1271.
42

. . —4)"
Wir setzen ag = 1. Dann erhalten wir a; = _%,QQ = 77 und vermuten a, = %

Dies zeigen wir mit Induktion, wobei wir den Induktionsanfang gemacht haben. Nun

gilt a, = —25(“2’;:11) = —((;s)jl_; : 2n(2‘; T = ((2;?:). Dies beweist unsere Vermutung. Es
folgt also yi(z) = > o, %x” = ﬁfzzozo%@ﬁ)%“ = ﬁ%sm(Z\/}). Mit

bo = 1 finden wir analog y»(z) = COS%‘/E).

Aufgabe 40 Verallgemeinerter Potenzreihenansatz

Losen Sie die folgende Differentialgleichung mit einem verallgemeinerten Potenzreihen-
ansatz:

9
my”+7y’+;y:0,x>0.

L6sung

Wir multiplizieren beide Seiten mit z und erhalten 2%y’ + 7zy’ + 9y = 0. Ein ver-
allgemeinerter Potenzreihenansatz y(z) = a2 oo ja,a™ fihrt auf (0 + 3)* = 0 und
somit ¢ = —3. In diesem Fall gibt es ein Fundamentalsystem der Gestalt y;(x) =
x3Y > e ya () = (Ina)yi(x) + 273 07 dya™ mit ¢g # 0. Einsetzen der Reihe
von y; in die Differentialgleichung fithrt auf 2%y’ + Tzy' + 9y = > 2 nPc,a™? = 0.
Es folgt ¢, = 0 fiir n # 0. Wir setzen ¢y = 1 und erhalten y;(z) = z73. Es folgt
yo(a) = ¢ + 5> d,a" 3. Einsetzen in die Gleichung fiihrt auf Y07, n?d, 2", Also
ist d, = 0 fiir n # 1. Also haben wir y,(z) = 2£. Die allgemeine Losung lautet nun
y(a) = Hne.

http://www.math.kit.edu/ianal/lehre/hm3phys2013w/
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