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Aufgabe 41 Matrizexrponentialfunktion

1 1 42 1 2 3 1 —1
Berechnen Sie et fiir A = (_1 1 ), A=|(0 42 2|l undA=1]1 3 -1
0 0 42 3 3 —1
L6sung
Fiir A = <_11 _11) gilt A% = < ) < L ) — 2A. Daher A% = AA? =

2AA = 4A. Induktiv folgern wir A® = 2"71A n > 1. Daher gilt:
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FirA=[0 42 2 |gltA=B4+CmitB=|0 42 0 |undC=|0 0 2
0 0 42 0 0 42 000
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Offenbar gilt BC = CB und daher e/B+¢) e'Be!®. Ferner gilt offenbar e!? =

et 0 0 0 0 2
0 e 0 |. Weiter gilt C2 = |0 0 0| und C™ = 0,n > 3. Daher e/ =
0 0 et 0 0O
1t 2t+¢2
I+C+C?*2=10 1 2t . Insgesamt folgt:
0 0 1
1t 2t+1¢ 1t 2t+¢?
et tB tC 42t O 1 2t — 642t O 1 2t
( 00 1 00 1

— bitte wenden —
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3 1 —1
Sei A= |1 3 —1]. In Aufgabe 44 werden wir sehen, dass 1 und 2 die Eigenwer-
3 3 -1

te von A sind mit den Eigenrdumen ker(A — I) ((1,1,3)") und ker(A — 2I) =
10 1
lin((0,1,1)%, (1,0,1)"). Daher gilt fir S= (1 1 0
311
1 00
STTAS=10 2 0] =D.
00 2
Nun gilt:
etA — tSDS™!
= Se!P 5!
et 0 0
=S50 e 0|5
0 0 e*
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| et et 92 et g2yt
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Aufgabe 42 Differentialgleichungssystem

0

1 0 Y,
die Matrixexponentialfunktion explizit ausrechnen und indem Sie das Gleichungssystem
zu einer Gleichung 2-ter Ordnung umformen.

Lo6sung
Wir setzen A = ((1) (1)) und rechnen aus A? = I. Damit folgern wir A" = I und

At = A 'n € N. Damit gilt:
— - 2n 2n+1 COSh(t) Slnh(t)
4 =1+ Z t I Z t A= (sinh(t) cosh(t) )~

' ' ' ) ~(cosh(t) sinh(?)
Damit lautet die allgemeine Losung y(t) = a (sinh(t)> +b (cosh(t) '

Jetzt definieren wir u = y;. Wegen v = Ay gilt y; = y» und y5 = y;, so dass
"=yl =y =y = u Also gilt v" —u = 0. Ein Fundamentalsystem fiir diese
Gleichung ist {cosh,sinh}, was dem obigen Resultat entspricht.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung y' = indem Sie

— bitte wenden —



Aufgabe 43 Fundamentalsystem bei einem Differentialgleichungssystem

10 0 0 0 0
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystemvony’ = [ 2 1 —2 | yundy = 11 9 1
32 1 1 -1 1 -1
Losung
10 0
Wir setzen A:= |2 1 —2 | und bestimmen das charakteristische Polynom von A:
3 2 1

1—A 0 0
det(A—AI) = det 2 1-X =2 | =(1-X)det (
3 2 1—A

1-X =2\ 9

9 1 )\> = (I=N)(A\*=2X+5).
Die Eigenwerte von A sind somit Ay = 1 und A3 = 1+ 2i. Wir bestimmen die
zugehorigen Eigenrdume:

2
ker(A—M\I)=1in{| -3 |}
2
0
ker(A — XoI) =1lin{| ¢ | }.
1
2 0
Damit haben wir eine relle Losung €' | —3 | und eine komplexe Losung e(1t29% |
2 1
Aufteilung in Real- und Imaginérteil liefert ein relles Fundamentalsystem:
2 0
{e' [ =3 | ,e" | —sin(2t) | ,e' | cos(2t) | }.
2 cos(2t) sin(2t)
0 0 1 0
. 0 0 0 1 . a0
Sei nun A := 11 -9 1 | Das charakteristische Polynom von A ergibt sich
1 -1 1 -1
Zu:

det(A — X)) = A\ +1)°.

1
1
0
0

Zu A = 0 gehort der Eigenraum lin{ }. Das liefertt die Losung:

yi(t) = e

O O = =
O O = =

— bitte wenden —



Der Eigenraum von A = —1 ist lin{ 1 }. Dazu gehort die Losung:
0
1
0
— t
Y2 <t> =€ -1
0

Um weitere linear unabhéngige Losungen zu finde, ergénzen wir den gefundenen Eigen-
vektor zu einer Basis von ker(A + I)%. Es folgt:

1 1
ker(A + I)? = lin{ _01 ) (1) }.
0 —1
Das liefert die Losung:
1 1 1 1
1 1 1 0
_ ot _ ot —t
y3<t)_€ ( 0 +t<A+I) 0 )_6 0 + te —1
-1 -1 -1 0
Nun ergénzen wir die zwei gefundenen Vektoren zu einer Basis von ker(A + I)3:
1 1 0
0 1 1
3 . .
ker(A + I)? = lin{ 1ol o }.
0 -1 0
Das liefert die noch fehlende Losung:
0 0 0 0 0 1
] (YRS B NN S N IO I WP
ya(t) = e ( 0 +t(A+1) 0 +2t (A+1) 0 )=¢e o | e ] +2te 4
0 0 0 0 -1 0
Aufgabe 44 D:ifferentialgleichungssystem
Bestimmen Sie die allgemeine Losung von:
v =3u+v—w
vV =u+3v—w
w' = 3u+ 3v—w.
Lo6sung
Das Gleichungssystem kann man umschreiben in:
u 3 1 -1
y=Ayy:=|v]|,A=[13 -1
w 3 3 —1

— bitte wenden —



Das charakteristische Polynom von A bestimmt sich zu det(A —AI) = —(A—1)(A —2)2.
Damit sind A\; = 1 und Ay = 2 die Eigenwerte von A. Wir bestimmen die dazugehorigen
Eigenrdume:

2 1 -1 1
ker(A—I)=ker [1 2 —1| =1lin{| 1]}
3 3 =2 3
11 -1 0 1
ker(A—2)=ker [1 1 —1|=1Iln{|1]|,{0]}
3 3 =3 1 1

Damit erhalten wir ein Fundamentalsystem:

1 0 1
{etl1],e®|1],e*[0]}
3 1 1

Wichtige Termine:

>

>

Die Ubungsklausur findet am Samstag, 01.02.2014, von 08.00 bis 10.00 Uhr statt.

Die Klausur zur Vorlesung findet am Donnerstag, 06.03.2014, von 11.00 bis 13.00
Uhr statt.

Der Anmeldesschluss fiir die Klausur ist Freitag, 07.02.2014. Fiir die Teilnahme
an der Ubungsklausur ist keine Anmeldung erforderlich.

http://www.math.kit.edu/ianal/lehre/hm3phys2013w/
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