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13. Ubungsblatt

Aufgabe 48 Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

Sei u € C*(R3) und v(r, ¢,0) := u(rcospcosh,rsinpcost, rsind). Zeigen Sie die fol-
gende Darstellung des Laplace-Operators A:
Fiir (z,y,2) = (rcospcosf, rsinpcosd, rsinf) gilt:

Au(z,y,z) = 7;28,,(7“2&1)(7", ©,0)) + Oy(cos B0gu(r, ¢, 0)).

1
a%(,v(?", @, 9) + m

r? cos? 6
L6sung
Mit der Kettenregel erhalten wir:

0,v = Oyucos g cos O + Oy usin g cosf + 0,usinf
Oy =0ppuu cOs? @ cos? 0 + Oyytt sin? ¢ cos? @ 4 0.,usin® 0

+ 20, u sin @ cos @ cos® 6 + 20,.,u cos @ sin 0 cos 6 + 20, u sin psin O cos 0

O,v = —0yursin ¢ cos 0 + O, ur cos ¢ cos
Dy =0pur? sin® ¢ cos® 0 + O,y ur? cos® ¢ cos® O — 20, ur® sin ¢ cos p cos® f

— Oyur cos ¢ cos ) — Oyur sin p cos ¢

Ogv = —0,ur cos psin @ — Jyur sin ¢ sin § + 0, ur cos 0
Opgv =0ygur cos® @ sin? 6 + 3yyur2 sin® psin® @ + 0,,ur? cos® 0

+ 28xyu7“2 sin ¢ cos @ sin? @ — 20, ur® cos psin f cos ) — 28yzu7“2 sin  sin # cos 6

— Ogyur cos p cos ) — Qyursin p cos§ — O, ursinb.

Damit ergibt sich:

1
72 cos? 6

1
ﬁ&(rgﬁrv(r, 0, 0))+ Og(cos 80gu(r, ¢, 0)) = Oppu+0yu+0,,u = Au.

1
Deuu(r ¢ 9)+r2 cos 6

Aufgabe 49 Radialsymmetrische Losungen der Poisson-Gleichung

Bestimmen Sie alle radialsymmetrischen Losungen u € C?(R") der Gleichung:
—Au(z) =1

Lo6sung
Radialsymmetrische Funktionen haben die Form u(z) = ¢(||z||) mit einer Funktion g. Es

— bitte wenden —
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gilt dyu(x) = g’(HxH)ﬁ und 0;;u(x) = g”(HxH)H:ﬁ+g’(||x||)(”71H+”i¢) Damit erhalten
wir Au(z) = ¢"(||z||) + TﬁT_ng’(H:UH) Das fiihrt auf die Gleichung ¢”(r) + “=¢'(r) = —1.
Mit Substitution y := ¢’ kommen wir auf die Gleichung y' = I_T”y — 1. Dies ist eine
inhomogene lineare Gleichung 1. Ordnung. IThre allgemeine Losung ergibt sich zu y(r) =
—Lr4ert™. Damit ist g(r) = —pr*4+clnr+d fir n = 2 und g(r) = —g-r*+c25r*""+d
fiir n # 2.

Aufgabe 50 Separationsansatz

Fiihren Sie einen Separationsansatz u(t,z) = v(t)w(x) fiir das folgende Problem durch:

Ontt — Oppu =0, (t,2) € R x (—m,m)
u(t,m) = u(t,—m),u.(t, 7) = u,(t, —m),t € R
uw(0,2) = f(x),u(0,z) = g(x),x € (—m,m),

wobei f, g : [-m, 7| = R gegebene Funktionen.

Lo6sung

Wir suchen nach nicht trivialen Losungen der Gestalt u(t,z) = v(t)w(z). Einsetzen
in die Gleichung ergibt v”(t)w(z) — v(t)w”(z) = 0 und daher 28 = “"0 iy alle

(t,z) € R x (—m, 7). Also muss es ein A € R geben mit ”1:/(%) = “;:/((;3) = \. Es folgt:

V"(t) = M(t),t €R
w”(x) = Aw(z),x € (—m, 7).
Wir nehmen an A > 0. In diesem Fall lautet die allgemeine Losung der zweiten Gleichung

w(z) = ae¥**+beV>* . Die Randbedingung u(t, 7) = u(t, —r) impliziert w(r) = w(—7).
Die Randbedingung u,(t,7) = u,(t, —m) impliziert w'(7) = w'(—m). Es folgt:

aeV + be~ VAT — e VAT + eV
\/Xae*r’vr — \/Xbe_‘ATr = \/Xae_\ﬁ\’T — \/Xbe\f)‘7r

Es folgt a = 0 = b und damit w = 0, was auf eine triviale Losung fithrt. Daher gehen
wir von a < 0 aus.

Fir A = 0 ergibt sich w(x) = ax +b. Wegen w(mr) = w(—m) ist a = 0. Also w(z) =b
und analog v(t) = ct + d fiir gewisse b, ¢,d € R. Damit folgt u(t,z) = Bt + D.

Sei nun A < 0. Dann folgt w(z) = asin(v/Az) + bcos(v/Az). Die Randbedingungen
liefern:

asin(vV/—Ar) 4+ beos(vV =) = —asin(vV/—Ar) 4 beos(vV =)
acos(v/—Am) — bsin(v/—Ar) = acos(v/—Ar) + bsin(v/—Ar).

Ist sin(v/—Am) # 0, so folgt @ = 0 = b und damit w = 0. Also muss vV—X\ € N sein.
Analog folgt v(t) = csin(v/—At) 4+ d cos(v/—At). Insgesamt ergibt sich mit k = v/ —A:

u(t,z) = Asin(kx)sin(kt) + Bsin(kx) cos(kt) + C cos(kx) sin(kt) + D cos(kx) cos(kt).

— bitte wenden —



In diesem Fall gilt w(0,x) = Bsin(kz) + D cos(kx), u(0,z) = Aksin(kzx) + Ck cos(kzx).
Es muss also gelten, damit die Anfangsbedingung erfiillt ist:

u(0,z) = f(x)
u (0, 2) = g(z).

Wir nehmen an, dass sich f und g durch ihre Fourier-Reihen darstellen lassen, also
fla) = 250457 (ai(f) cos(ka)+by(f) sin(kz)) und g(x) = G2+ 3772 (ax(g) cos(kz)+
br(g) sin(kx)). Um das zu erfiillen, {iberlagern wir die oben gefundenen Losungen und
machen den Ansatz u(t,z) = Bot + Do+ Y o, (Ag sin(kz) sin(kt) + By sin(kx) cos(kt) +
Cy, cos(kx) sin(kt)+Dy, cos(kz) cos(kt)). Koeffizientenvergleich liefert dann By = %9 Dy =

2
W) Ay = by(g)/k, Br = bi(f), Cx = a(g)/k, Dy = ax(f).
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