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2. Ubungsblatt

Aufgabe 5 Homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung von y' = 2In(sinz) cot(z)y, x € (0,7/2);

b ) Bestimmen Sie die allgemeine Losung von ' = (z + M%/%g))y, z € 0,1);

¢ ) Losen Sie das Anfangswertproblem =y = e*"*y,y(0) = 1,z € [0,7/2);

d) Sei I C R ein kompaktes Intervall, f € C(I) und xy € I. Zeigen Sie, dass das
Anfangswertproblem y' = f(z)y in I, y(zo) = 4o, eine eindeutige Losung hat.

Losung

a)

Es handelt sich hierbei um eine lineare homogene Gleichung 1. Ordnung. Die
allgemeine Losung auf (0,7/2) ist gegeben durch y(z) = Cexp(f;; f(t)dt) mit
f(t) == 21In(sint) cot(t), zo € (0,7/2) beliebig. Es gilt cot(t) = 2L = 4 In(sint).
Es folgt 2In(sint)cot(t) = 2In(sint)4 In(sint) = 4In*(sint). Es ergibt sich
f; ft)dt = [ln2(sint)]£0 = In®(sinx) — In®(sinz). Damit lautet die allgemei-
ne Losung der Gleichung y(z) = Cexp((In®(sinz) — In*(sinzg))). Wir konnen
insbesondere xg = 7/2 wihlen. Dann erhalten wir die allgemeine Losung y(x) =
C exp(In*(sinz)) = C(exp(In(sin x)))nEn2) = C(sin z)"Gn),

Mit f(t) =t + %‘%/%ét) lautet die allgemeine Losung y(z) = Cexp(f;) f(t)dt).
Wegen < arcsin(t) = \/1;_7 haben wir f(t) = t + 2arcsin(t)4 arcsin(t) = ¢ +

L arcsin®(t) = 2(t2/2 4 arcsin®(t)). Damit folgt y(z) = C exp(?/2 + arcsin®(z) —
x2/2 — arcsin®(xg)). Wir setzen my := 0 und erhalten y(z) = Cexp(z%/2 +

arcsin®(z)).

Wir formen die Gleichung um und erhalten y' = (1+tan®(z))e"™*y. Mit - tanz =
1 + tan®z erkennen wir (1 + tan?(z))e'* = Letn Fiir die allgemeine Losung
erhalten wir somit y(z) = Cexp(e™*). Um das Anfangswertproblem zu 15sen
setzen wir ein 1 = y(0) = Cexp(e™?) = Ce. Somit lautet die Losung des
Anfangswertproblems y(z) = %exp(eta”).

tanx
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d ) Die allgemeine Losung von ¢y’ = f(z)y lautet y(x) = Cexp f t)dt mit ei-
nem p € [ und einem C' € R. Mit der Anfangsbedingung y(xg) = 1y erhal-
ten wir yo = Cexp fpmo f(t)dt) und somit C' = ygexp(— f f(t)dt). Es folgt
y(z) = yoexp( [, f(t)dt).

Wir nehmen an, es gibt eine weitere Losung h € C'(I). Aufgrund der Form
der allgemeinen Losung gibt es dann ein A € R und ein ¢ € I mit h(z) =
Aexp( f f(t)dt). Mit der Anfangesbedingung folgt A = yy exp(— quo f(t)dt) und
somit h( ) = Yo exp fx (t)dt) = y(z).

Bemerkung: Anders kann man die Eindeutigkeit auch mit dem Existenz- und
Eindeutigkeitssatz beweisen. Dazu definieren wir F'(x,y) := f(x)y,z € I,y € R.
Dann gilt |F(z,y1)— F(z,y2)| = | f()|-|y1 —y2|. Da I kompakt und f € C(I), gibt
esein L > 0mit |f(z)| < L,z € I. Somit geniigt F einer Lipschitz-Bedingung mit
der Konstanten L. Also ist das Anfangswertproblem v/ = f(z)y = F(x,y), y(zo) =
Yo eindeutig losbar f.a. yo € R.

Aufgabe 6 Inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
a ) Gegeben sei die lineare Differentialgleichung iy’ = —2y cosx + cosx,z > 0.

i) Bestimmen Sie alle Losungen mit der Methode der Variation der Konstanten;

ii ) Finden Sie eine (moglichst einfache) partikuldre Losung yo und bestimmen
Sie sodann alle Losungen der Gleichung.

b ) An eine Reihenschaltung aus einem ohmschen Widerstand R und einem Konden-
sator mit Kapazitdt C' wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine sinusférmige Spannung
u(t) = sin(wt) angelegt. Wie lautet der zeitliche Verlauf der Kondensatorspannung
uc, der Stromstérke ¢ sowie der am ohmschen Widerstand abfallenden Teilspan-
nung ug?

Losung

a ) Wir bestimmen die allgemeine Losung der zu dieser Gleichung geht')rigen homo-
genen Gleichung y' = —2cos(x)y. Diese ist yo(z) = Cexp( 2f0 cos(t)dt) =
Cexp(—2sin(z)).

i) Die Methode der Variation der Konstanten liefert fiir eine spezielle Losung:

wio) = ([ ' %%dt)ym

T
:6—2sin;v/ COS(t)62sintdt
0

1 —2si ¢ d 2 t
— s x Sln dt
2°¢ /0 at©

—2sinz( 2sinz 1)

= —€ €

— _(1 o 672sinx)'

— bitte wenden —



b)

Die allgemeine Losung lautet somit y(z) = Ce 250 4 1(1 — ¢ 2sinz) =

Ae~2 sin(x) 4 %

ii) Man kann die spezielle Losung y,(z) = 3 anhand der Gleichung leicht er-
raten oder sie als konstante Losung bestimmen. Dann kommt man auf die
allgemeine Losung y(z) = Ce™25m@) 1 %
Die Maschenregel besagt ug + uc = u. Fiir die Stromstérke ¢ gilt ¢ = dQ/dt =
d(Cu.)/dt = Cul. Ferner gilt ug = iR. Es folgt u = Ri + uc = RCu, + u..
Wir erhalten fiir y := u, die Differentialgleichung ¢ = —7y + 7u, wobei 7 := R_lc'
Die homogene Losung ist yo(t) = Ce™™. Eine spezielle Losung finden wir mit der
Methode der Variation der Konstanten:

P ru(s)

w(®) = mlt) [ T2

t
:Te_Tt/ sin(ws)e™ds
0

TS

ds

e

72 + w?
Te_Tt Tt :

=i (€™ (7 sin(wt) — w cos(wt)) + w)

7(7 sin(wt) — w cos(wt) + we™ ™)

T2 + w? '

77't[

= Tre (7 sin(ws) — w cos(ws))]g

7(7 sin(wt) —w cos(wt)+we™Tt)

Die allgemeine Losung ist somit y(t) = yo(t)+y,(t) = Ce ™+ T
Oder, da C' € R beliebig, y(t) = Ce ™ 4 Trsinwhweosll) (wir haben ¢ —

T24w?
C + =75z ersetzt). Mit y(0) = 0 folgt 0 = €' — 7 und somit C' = #

Der zeitliche Verlauf des Spannungsabfalls am Kondensator ist also gegeben durch:

T2 + w?
uc(t) = €_Tt +

7(7 sin(wt) — w cos(wt))
wT 72 4 w? ’

Die Stromstarke errechnet sich zu:

72 + w? Tw cos(wt) + w? sin(wt))
72 4 w? '

SchlieBlich ergibt sich fiir den Spannungsabfall am ohmschen Widerstand:

i(t) = Cul(t) = —C el

7% + w? ot ROT(TUJ Cos(th) + 0;12 sin(wt)) |
w TSt w

ur(t) = Ri(t) = —RC

(eix _ efi:p)‘

Hinweis: Es gilt [ e* sin(bx)dz = %(a sin(bz) —bcos(bx)). Um solche Integrale
zu berechnen, kann man sin iiber exp ausdriicken: sinx = 1Z.

2

Aufgabe 7 Ahnlichkeitsdifferentialgleichung

)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung:
Yy =e Y4 o> 0;

— bitte wenden —



b)

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems:

v’y —ay = 2*sin(Y),y(3) = 1.

Lo6sung

a)

Wir setzen u := y/x und erhalten v’ = ~e™". Dies ist eine Gleichung mit getrennten
Varlablen deren allgemelne Losung 1mphzlt durch f N ed_tt = f * dt gegeben ist. Es

folgt eu(®) — eu@0) = £ 2= Somit ist e" U@ = In(z) + ¢ mit ¢ := e* (“””0) — In(zp). Wir
folgern u(x) = ln(ln(x) + ¢). Es ergibt sich y(z) = zIn(In(z) + ¢).

Wir dividieren beide Seiten durch z? und erhalten y' = sin(y/x) + y/z. Fiir

u := y/x ergibt sich v’ = 1sin(u). Fiir den Anfangswert erhalten wir u(1/2) =

% = 2y(1/2) = Z. In der Aufgabe 2a), Ubungsblatt 1, haben wir fiir dieses

Anfangswertproblem die Losung u(z) = 2 arctan(2zx) gefunden. Damit folgt y(z) =
2x arctan(2x).

Aufgabe 8 Zusammenhang zwischen Differential- und Integralgleichungen

a)

b)

c)

Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem y” + ¢(t,y) = 0,4(0) = yo,%'(0) = zo,
mit g € C(D), wobei D C R? ein Gebiet mit (0,yy) € D, dquivalent zur Integral-
gleichung y(t) = yo + 2ot — fot(t —1)g(7,y(7))dr ist.

Zeigen Sie, dass eine Losung der Integralgleichung y(t) = e +« j;oo sin(t — s)@ds
die Differentialgleichung v” + (1 + a/t?)y = 0 erfiillt.

Wir betrachten die homogene lineare Gleichung 3 = f(z)y mit f € C([0,00)) und
der Anfangsbedingung y(0) = yo. Zeigen Sie mit Hilfe der Picard- Iteration dass
die Losung dieses Anfangswertproblems durch y(z) = yoexp fo t)dt) gegeben
ist.

Lo6sung

a)

Sei y eine Losung von y” + g(t,y) = 0,y(0) = yo,y'(0) = zO Mit dem Hauptsatz

der Integral— und Differentialrechnung erhalten wir y/(s) — — 5 9( ))dr
und Somlt y = 20— fo ))d7. Nochmalige Anwendung dlesen Satzes erglbt
y(t) — = zot NN ))drds = zot — [} (t — T)g(7,y(T))dr (s. Hinweis

1). Somlt ist y eine Losung von y( ) = yo + 2ot — fo (t —1)g(T,y(T))dr.

Sei y € C(I) eine Losung von y(t) = yo + 2ot — fot(t — 7)g(7,y(7))dr. Dann ist
y(0) = yo. Dann ist y € C*(I) und es gilt y/'(t) = 29— & fg(t —7)g(r,y(7))dr. Mit
H(t,7):=(t—7)g(r,y(7)) und Hinweis 2 ergibt sich dt f[f t—1)g(r, ( ))dT =

Htt+fg%€lt7d7—f0 ))dr. Alsogllty —zo—fo
Somit ist y' stetig d1fferenz1erbar mlt y'(t) = —% fo ))dr = —g(t y(t))

Ferner gilt y/(0) = zo. Dies zeigt, dass y eine Losung von y —|— g(t, y) = 0,y(0) =
Yo,y'(0) = 2o ist.
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b ) Wegen Hinweis 2 gilt:

d t
/ H(t,s)d dt/ H(t,s)ds

¢
= —H(t,t) —/ %—i](t, s)ds
OH

—H(t,t) + /too E(t, S)dS.

Damit folgt:

L y(s)
D sin(t — S)S—st == —(- 2

:—/ cos(t — s) )d

cos(t—t)%—/t n(t —s)=—-
= —@ — /00 sin(t — s)ﬁds.

12
Wir folgern:

2

dt? 12 52
——Mﬂ—a%?
=y'(1).
Also gilt " + (1 + a/t*)y = 0.
¢ ) Sei (Yn)nen die Picard-Iterationsfolge, d.h. yo(z) = yo, yn+1( = yo+ [y f(t)ya(t)dt.

sin(t — t)y(t) + /OO cos(t — s)ﬁds)

d — (e + oz/tOO sin(t — 3)%)&9 = —e' — QM - a/too sin(t — s)@ds

Wir zeigen mit Induktion, dass y,(z) = yo >_r_o 7 ( [y f(s)ds)* fiir n € NO
Fiir n = 0 gilt yo(x) = yo. Fiir ein n € N gelte y,(x) = yo Ek:o (S5 S(

Damit folgt:

Y (2) = o + / " (Ount)de

o+ / " Fow i %( / f(s)ds)

Nun gilt:
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Also:

/Of(t)(/o f(s)ds)rdt = 0 dtk:—|—1/f )ds )kt

([ s,

Damit ist:

Ynt1(T) = Yo + Yo Z o / (/O f(s)ds) dt
= Yo + Yo Z Tl)'(/ox f(t)dt)F+!

—3/0+yozk|/f t)dt)"
—Zk‘/f t)dt)*

Also gilt fiir alle n € N y,(2) = yo > p_om(Jy f(8)ds)*. Und somit y,(z) —
exp( [, f(t)dt),n — oo.
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