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3. Ubungsblatt

Aufgabe 9 Zur Wiederholung

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen/Anfangswertprobleme:
a) (2®+ 1)y = 32%y;

b) wy + 2y =422 y(1) = 0;

c) Yy =-—y+cosz;

d) z% — oy = 2%ev/",

Losung

a ) Bei (z° + 1)y’ = 32%y handelt es sich um eine Differentialgleichung mit getrennten
Variablen. Wir formen um und erhalten £ In(y) = £ = 307 4In(z*+1). Es

y 341
folgt y = C'(2® + 1).

b ) Beim Anfangswertproblem zy’ + 2y = 42% y(1) = 0 haben wir eine inhomogene

lineare Differentialgleichung 1. Ordnung ¢’ = —%y + 4z. Die allgemeine homogene
Losung ergibt sich zu yo(z) = Cexp(— f das = Cexp( 2Inz) = Cz~2. Eine
partikuldre Losung ist gegeben durch y,(x z) [ yjé de = 272 [4a’dx =

x? f d 4dx = 22, Dabher lautet die allgemelne Losung der Gleichung y(z) =
Cz~2 % 2. Einsetzen des Anfangswerts liefert 0 = y(1) = C + 1 und somit
C' = —1. Die Losung des Anfangswertproblems ist also y(z) = —27% + 2.

¢) y = —y+ cosx ist eine lineare inhomogene Gleichung 1. Ordnung. Die allgemei-
ne Losung der dazugehorigen homogenen Gleichung ist offensichtlich yo(z) = Ce™®.
Eine partikulire Losung ist gegeben durch y,(z) = yo(x) [ ;;’S::) dr =e™ [ cos(z)e®dr.
Um das Integral zu berechnen, benutzen wir cosz = (e + ¢7®). Es folgt

[ cos(z)e®dx = L( fe Hdy + [e*(1=0dz) = %(%ﬂ.e(lﬂ% + =e797). Damit
ist y,(z) = 2(1+Ze” + e ) = (1 —i)e™ + (1 +1i)e ™) = 1(2cosz + 2sinx) =
;(cosx + sinz). Die allgemeine Losung ergibt sich folglich zu y(z) = Ce™ +
5(cosz +sinz).

d) Nach Umformen erhalten wir ' = y/x +e¥/*. Das ist eine Ahnlichkeitsdifferential-
gleichung. Wir setzen f(t) := t+e€’,u := y/x und erhalten v’ = 1(f(u) —u) = Le®.

Es folgt [e “du = Inz + C und somit —e™* = Inxz + C. Daraus ergibt sich
u(z) = —In(—Inz — C) und damit y(z) = —xIn(—Inz — C).

— bitte wenden —
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Aufgabe 10 Bernoulli-Gleichung

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen vom Bernoulli-Typ:
a) Y+ 2wy =yle”;
b) 3y +y= 5
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c) xy 42y = —x°cos(z)y*.

Losung

Bei einer Bernoullischen Gleichung y'+h(z)y = g(x)y® liegt es nahe, den Term v/ +h(x)y
so zu erweitern, dass man Ableitung einer Funktion der Gestalt u(x) = u(x)y(x) hat.
Dazu muss dieser Term mit einer Funktion g multipliziert werden, sodass (uy) =
wy' + ()'y = py' + pw(x)h(z)y. Es muss also (p) = h(z)p (Gleichung mit getrenn-
ten Variablen) gelten und somit p(z) = exp([ h(x)dz). Man kommt also auf v =
p(x)g(z)y® = (u)'%q(z)(u(x)y(x))® = (u(x))~ aq(m)uo‘. Dies ist eine Gleichung mit
getrennten Variablen, die man hoffentlich 16sen kann. Hat man u, so folgt y(x) = %
Wir fithren nun diese Schritte fiir unsere Gleichungen durch.

a) vy +2xy — "y Das ist eine Bernoullische Glelchung mit o = 2, h(x) = 2z, q(x ) =
e®”. Somit haben wir ,u( ) = exp([ h(x) = e, Mit u := py folgt v =

e 26 y? = (e* y) u?. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ergibt sich aus
&= [de =+ C. Also —u-) = o + O, sodass u(r) = —2—. Es ergibt sich

Y(@) = @) @) = ——s. "

b) ' + sy =3y % Hier haben wir p(z) = exp( de)
wir auf o' = gu(x)y? = () (p()y)? = 18

= exp(3). Mit u := py kommen
u

2 = Zu % Integration
liefert [w?du = [£4 = Ze® + C. Also %u = % + C. Daraus ergibt sich
u(@) = (e” + C)V* und y(z) = u(z)/u(x) = e=*/3(e" 0)1/3

c) ¥+ 32y = —372 cos(z)y?: Hier haben wir pu(z) = exp([ 2%) = exp(2lnz) = 2.
Mit u = y haben wir v/ = —2%u(x) cos(ac)y2 = x2,u 1(x) cos(z)(u(z)y)? =
( ) = —cos( Ju?. Es folgt [ % = —u~! = — [cosazdr = —sinz + C.

Somlt 1st U( ) = Smﬁc und y(z) = u(z)/p(z) = _z2(sin1;v+C)'

Aufgabe 11 Picard-Iteration

Wir betrachten das Anfangswertproblem ¢’ = xy,y(0) = 1. Bestimmen Sie die Losung
y dieses Anfangswertproblems. Berechnen Sie die Picard-Iterationsfolge (y,) zu dieser
Gleichung und deren Grenzwert.

L6sung

Die Gleichung ¢ = zy hat die allgemeine Losung y(z) = Cez*". Durch Einsetzen
der Anfangsbedingung finden wir die Losung des Anfangswertproblems y(z) = 2’
Wir vergleichen diese Losung mit dem Grenzwert der Picard-Iteration. Wir setzen
yo(z) := 1 und y,,q(x) = 1+ fo tyn t)dt. Die ersten Terme der Iteration lauten dann
yi(z) =14 32% yo(x) = 1+ 32% + ,yg( ) =1+ 12?4 ga* + ab,. .. Wir vermuten

— bitte wenden —



yn(2) = 21—y m(32%)F. Wir fithren Beweis mit vollstéandiger Induktion. Fiir n = 0 gilt
offenbar die Aussage. Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n > 1 gilt. Dann:

Ynr1(z) =1 +/ ty, (t)dt
0

_ 1"’2%(1)[: (k+ 1)(x2)k+1

=1+ z_: %%1)!(%)19—&—1(372)%-1

Also gilt die Aussage fiir alle n € No. Ferner gilt y,,(z) = >p_ & (32?)F — e n — .

Aufgabe 12 Lipschitz- Bedingung

Gegeben seien das Rechteck R := {(z,y) € R? : =1 < 2z < 1,—-1 < y < 1} und der
Streifen S := {(z,y) € R? : =1 < z < 1,y € R}. Untersuchen Sie die folgenden
Funktionen auf Lipschitz-Stetigkeit bzgl. y in R bzw. S:

a) filz,y) =2y
b)) folz,y) =2y’
¢) falz,y) = ay*
d) falz,y) =2 +2y
Losung

a) Esgilt |fi(x,y) — filz, 2)] = |22y — 2%z| = 2%y — 2| < |y — 2| fir —1 < 2 < 1.
) g Y , y y y
Daher ist f; Lipschitz-stetig bzgl. ¥ in R und in S.

b)) fa(zy) = e 2)| = lally’ — 2°| <[y’ =27 = |y — zlly* + yz + 2°|. In R gilt
Y2 +yz + 22| < |y?|+|xy| +|22| < 3 und somit | fo(z, y) — folw, 2)| < 3ly—2]|. foist
in R also Lipschitz-stetig bzgl. y. Nun betrachten wir die Folge ((1,7)),en in S. Es
gilt |fo(1,n) — fo(1,0)] = n®. Daher ist |fo(1,n) — f2(1,0)|/n = n* — co,n — oo.
Wire f; jedoch Lipschitz-stetig auf S, gébe es ein L mit |fo(1,n) — fo(1,0)] < Ln
und somit |fo(1,n) — f2(1,0)|/n beschrankt.

— bitte wenden —



¢) |fslx,y) = fslw,2)| = lally* = 2% < |y* = 2% = |y + zlly — 2| < (Jyl + |2Dly — 2| <

2|y — z| auf R. Somit ist fo Lipschitz-stetug auf R. Analoge Uberlegung wie bei
b) zeigt, dass f3 nicht Lipschitz-stetig auf S ist.

d) |fa(z,y) — fa(z, z)| = 2]y — 2| ist Lipschitz-stetig auf R und auf S.
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