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LOSUNGSVORSCHLAGE zUM 5. UBUNGSBLATT

Aurcask 24 (Usunc)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems
3 -2 2

y'=(2 0 1|¥

0 1 0

Ersetzen Sie die erste durch die zweite Ableitung und formen Sie das System zu einem erster
Ordnung um.

LOSUNGSVORSCHLAG
3 -2 2
Fur die Matrix A:=|2 0 1 [lautet das charakteristische Polynom
0 1 0
3-12 -2 2
det(A-A)=det|] 2 -1 1 [=-(13-31%2+31-1)=—-(1-1)3,
0 1 -

d.h. wir haben den 3-fachen Eigenwert A = 1. Der zugehorigen Eigenraum ist

2 -2 2 0
Kern(A-I)=Kern|2 -1 1 :lin{ 1 },
0O 1 -1 1

der eindimensional ist und uns die Losung

0
P1(t)=¢|1
1

liefert. Wir erganzen nun die Basisvektoren aus dem Eigenraum mit Hauptvektoren. Dafur bestim-
men wir

0 0 0 1) (1 0) (1
Kern(A—-I)>=Kern|2 -2 2 :lin{ 1/l 0 }:lin{ 1],|1 }
2 -2 2 0) -1 1) 10

wodurch wir eine weitere Losung erhalten, indem wir einen Vektor wahlen, der nicht im Eigenraum
liegt. Hier ist z.B.

1 1 1
qbz(t):ef[ 1|+tA-1)|1 ]:et 1+t
0 0 t



eine weitere Losung. Schliefdlich bestimmen wir

000 1) (0) (0 0) (1) (1
Kern(A-1)} =Kern[0 0 0 :lin{ ol,[1].]0 }:lin{ 1,[1],]0 }
000 0 1 1/ (o) \o
und erhalten als dritte Losung
1 1 1 1+2t
ps(t)=e'||o+tA-D|o[+Lt3(A-1)?]0 ):ef 2t + 12 |.
0 0 0 t?

(¢

Die allgemeine Losung ist dann gegeben durch y{(t) = ¢; $l(t) + C2$Z(t) + C3(53(f), c1,¢2,¢3 €R.
Betrachten wir nun das System
3 2
7 =[2 0o 1|7
0 1 0
so definieren wir

Z=(91,92,¥3,¥1,¥2,¥3)

und erhalten wegen z = (v{,5,95,9{,%5,v5) und der gegebenen Differentialgleichung das System
erster Ordnung

00 0100
00 0010
{00 00 0 1],
3 220 0 0|
2 0 1000
01 0000

Dieses System ldsst sich wie gewohnt l6sen und liefert ein Fundamentalsystem aus 6 linear unabhan-

gigen Funktionen qg)l,...,(j—))é : R — R, deren erste drei Komponenten (da diese drei Komponenten
von Z gerade ¥ entsprechen) die allgemeine Losung des Systems liefern.

AurGaABE 25 (TuTorIUM)

Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

1 5 -7 -4 0
7=c|-7 5 -4l #o=|o|
5 5 2 1

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen zunachst ein Fundamentalsystem: Sei

1 5 -7 -4
A =3 -7 5 -4
5 5 2



Fir das charakteristische Polynom p4 von A gilt

S-a -2 -4 L(5-60 -7 -4 i]+
pald) = | -2 2-) -2 :ﬁ[ -7 5-61 —4] (-1)
5 52 5 5  2-6A
I
1 [12—6/\ —-12+6A 0 ] 2_/\[ 1 -1 0 ]
= s -7 5-6A -4 =——|-7 5-61 -4
5 5 2—-6A 5 5 2-6A
2—/\{1 0 0 Entw. nach 2—/\(—2—6/\ -4 )
= = 2-7 —2-61 -4 Lhach 22
36 5 10 2_61 1-ten Zeile 36 10 2-6A
2-1 2-1
= Y((—2—6/\)(2—6/\)+40)—?(36A —4+40)

= (2-1)(A%+1) (1eQ).
Es ist also das Spektrum von A gegeben durch {2,i,—i}. Wir bestimmen nun die Eigenraume:

s EA(2):

S o= U1 OO

SO O = U1 O O
[
—_ = O
O
P
(S}

|
-
N —
2
—_——
= O O
= O O
I - o
N
N —

® EA(I)

5 5 2-6i
12-6i -12+6i 0 ]|-1216.
1

-6 5-6i -7 -4 :
6 ~ | -7 5-6i —4]1(-1)
6

~ -7 5-6i1 -4
5 5 2 - 6i

1 -1 0 .7 1+(=5)
~ -7 5-61 -4 J+

5 5 2-6i +
-1 0

—2-6i -4 |]-(-3)
10 2-6i) |-

-1 0
1+3i 2 |]-(1-3i)

SO O = O O =

5 1-3i



¢
cCoO = OO~ OO~

o~ o o o
—_
I o
w
@
a

1-3i
5
~ 1-3i
5
0
1—53? 2
= Eu(i)=lin{| 2|} = 2
-1 -1-3i
* E,(-i): Wird nicht benotigt.
Nach der Vorlesung bilden
1
pi(x) = e**|-1|,
0
' 2 2cos(x)
¢2(x) = Rel|e*| 2 = 2 cos(x) ,
-1-3i 3sin(x) — cos(x)
_ 2 2sin(x)
¢3(x) = Im|e™| 2 = 2sin(x) VxeR
-1-3i —sin(x) — 3 cos(x)

ein Fundamentalsystem @ = ((51 (52 (53) Die allgemeine Losung ist dann gegeben durch y(t) =
c1$1(t) + c2<52(t) + c3<53(t), 1,¢2,¢c3 € R. Um die Anfangswerte

0
=0
1

zu erfiillen, suchen wir also die Lésung ¢’€ IR® des linearen Gleichungssystems
(D(O)(?: Yo-

Diese berechnet man mit dem Gauf3-Algorithmus:
1 2 0 0
[ -1 2 0 0] J+ ~

1 1
0 0

0 -1 -3 1 0 0
10 0 0 1
~0100] ~|o
0 (- 0




Damit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

2 sin(x)
(x) = D (x)T= —153(x) = %sin(x) VxeRR.

—% sin(x) — cos(x)

Aurcask 26 (Usunc)
Berechnen Sie explizit die Matrixexponentialfunktionen zu den folgenden Differentialglei-
chungssystemen.

) -, 1 5 —
)y =|\_, 3V
Losen Sie daraufhin die Anfangswertprobleme a) und b).

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Definieren wir A := 21
o 2
somit auch B¥ = 0 fiir k > 2. Wegen (2I)B = B(2I) folgt

2t 2t 2t 2t
A s (e 0\[[1 0O 01]_e 0\(1 t\ (e te
coTee ‘(0 er)[(o 1)”(0 ofl 7 \o e)lo 1)7 0o o)

Als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir schliefllich

N N eZt teZt 1 62t+t 2t
V(f)zetA}/(O):(o e2t)(1):( eZte )

) und B := (8 é), so gilt A = 2I + B. Auflierdem haben wir B? =0und

1 -1 1
b) Wir berechnen zunichst die Eigenwerte der Matrix A:=|1 1 —1|. Das charakteristische
2 -1 0
Polynom ergibt sich mit der Regel von Sarrus zu
1-14 -1 1
det(A-Al)=det| 1 1-1 -1|=-A1-1)%-1+2-2(1-A)-(1-1)-A
2 -1 -2

=—(A-1)(A2=1=2)=—(A=1)(A+1)(A-2).



D.h. die Eigenwerte sind A; =1, A, =—1 und A3 = 2. Die zugehorigen Eigenraume sind

0 -1 1 1
EAs(l)=Kern(A-I)=Kern|1 0 -1 —111'1{ 1 }
2 -1 -1 1
2
Ea(-1)=Kern(A+1)=Kern|1 1 —hn 3
2 5
-1 -1 1 1
Es(2)=Kern| 1 -1 -1]|= lin{ 0 }
2 -1 -2 1
1 1 1 0 0
Insbesondere ist A diagonalisierbar und mit S:=|1 -3 0fgilt STTAS=]|0 -1 0
1 -5 1 0 2
Damit folgt
| 1 1 1) 0 0),(3 6 -3
e =eD57 = getPs~ =11 -3 o][0 et O A L
1 -5 1)lo o )72 -6
et + et +2e2  Gel — 62t —3ef —et + 462t
=—| 3el-3¢7! 6e%! -3¢l +3e" |
3ef —5e7 +2e?" el —6e?  —3e' +5e7t + 4e?t
Als Losung erhalten wir dann
3¢l +e7t+ 22 et —6e? 3¢l —et+4e? \( 1 —et + 2e
P(t)=e90)= =] 3¢t -3¢t 6e?t -3¢l +3¢7! -1 —e!
3ef —5ef + 22 6e! —6e?! —3e! +5e +4e? || 1 —et +2e
) Fur das charakteristische Polynom x4 von A gilt
pa(d) = ’1_‘1A 3:' —(1-M)B-AN)+5=12-4148 (1eC)
Seine Nullstellen sind also
A =2+V4-8=2+2i, A,=1; =2-2i
Wir bestimmen einen Eigenvektor v zu A;:
. . . 1
—1-2i 5 \|-(-1+2i) _ (5 =5+10i\|-(%)
-1 1-2i -1 1-2i
1 —1+2i 1 —-1+2i
- (—1 1—2i)3+ ~(o 0 )
~ 1-2i



Nach der Vorlesung bilden

hilt) = Re(e“”?):Re(ez%os(zt)+isin<2t)>(1_121)):em(cos(zi)o:é?;n(z”,
¢o(t) = Im (e"ltv_j) =e?! (Sin(2ts)i;(22:)os(2t)) VicR

ein Fundamentalsystem @ = (q?l (15)2) fur y’(t) = Ay(t). Es gilt

®(0) = (i ‘02).

o CD(t)[CD(O)](_l):7(C08(2t)(1 02)+sin(2t)((2) 1))(_01 f)

1 0)+sin(2t) (_1 513)) (teR).
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AurGase 27 (TuTtorium)
Berechnen Sie e’ fiir t € R und die folgenden Matrizen A:

4 100 31 1
a) A:(_2 6), b) A=|2 1 0|, ¢ A=|2 4 2
3 21 11 3

LOSUNGSVORSCHLAG
-4 12\(-4 12 -8 24
. . 2 _ _ _ . . 3 _ 2 _ _ 2
a) Hier gilt A* = (_2 6 )(_2 6 ) = (_4 12) = 2A. Somit ist A> = A°A = 2AA = 2°A und
induktiv folgt AK = 25~1 A fiir k € N (beachte, dass die Aussage fiir k = 0 falsch ist!). Damit folgt
furteR

= 3-2¢2 —6+6e2
A+%Z%(2t)kA:I—%A+%e2tA:( Lt o a)
k

=0



b) Definieren wir B := , so haben wir A =1+ B; und wegen B-I =1 - B, gilt somit

W N O
N OO
o o O

otA = ptI+B) _ 1 1B,
0 0 0Y(0 0 0Y (0 O O 000
Auerdemist BZ2=[2 0 0f|2 0 0|=|0 0 0|lundB3=|0 0 0]|unddamitauch B¥=0
3 20/13 20 400 000
fur k > 3. Dies liefert
| 1 0 0
eB=T+tB+=t?B*=| 2t 1 0],
3t+2t2 2t 1
und wir erhalten schlief3lich
el 0 0 1 0 0 et 0 0
ed=ectletB=[0 ¢ 0 2t 1 0]= 2tet e 0.
0 0 e J{3t+2t2 2t 1) \(3t+2t%)e! 2te! ef

c) Wir berechnen zunichst die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A. Das zugehdrige
charakteristische Polynom berechnen wir mit der Regel von Sarrus und erhalten

3-1 1 1
det(A-Al)=det| 2 4-1 2 [=(B-1)?4-V)+2+2-(4-1)-2(3-1)-2(3-1)
1 1 3-1

=—(A3 1012 +281-24)=—(1-2)*(A-6).

Also haben wir die Eigenwerte A = 2 (mit Vielfachheit 2) und A, = 6 (mit Vielfachheit 1). Als
Eigenrdaume erhalten wir

1 11 1 1
EA(2)=Kern(A-2I)=Kern|2 2 2 :lin{ -11,1 0 },
1 11 0 -1
-3 1 1 1
EA(6) =Kern(A-6I)=Kern| 2 -2 2 :lin{ 2 }
1 1 -3 1
1 1 1
Also ist A diagonalisierbar und mit S:=|-1 0 2|erhalten wir
0 -1 1
2 00
STTAS=|0 2 0|=:D
0 0 6
Nun folgt
1 11 1)(e* 0 0y, (2 -2 2
et =P =SePst =1 0 2][0 e 0 7|t v -3
0 -1 1)lo o )71 1



302 4 o6 _p2t L o6t _ 2t L 6t
=1 —2e2t 201 D2t 4 Dpbt  _Dp2t | Debt |
Ze2t 4 o6t _p2t L 61 3,2 L 6t

Aurcask 28 (Usung)
Wir betrachten das folgende RL-Netzwerk:

R, R;
] C—
L |
E—— Em——
Il Izl T’I}_ I3

Bestimmen Sie unter Verwendung der Kirchhoff’schen Regeln ein Differentialgleichungssystem
fur die Strome I, und I3. Losen Sie anschliefend dieses System unter den Anfangsbedingungen
1(0) =1,(0) = I3(0) = 0 und mit den Groflen Ry =R, =R3=10,L, =L3=10H, U =10sin(t) V.
LOSUNGSVORSCHLAG
Nach den Kirchhoff’schen Regeln gilt
I] = Iz + 13,
Rlll + Rz]z +L211’ = U,
R313 + L3Ié —Rzlz =0.

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite und Umformen der zweiten und dritten nach I, bzw.
nach I liefert

U (Ry R, R R; R
1 (D2 22—

7L \L, 'L, I L; L
R, R3
Ié:L—Slz—L—313.

Setzen wir nun die gegebenen Grof3en ein, so erhalten wir das Differentialgleichungssystem

I;=-3L,+sin(t),  1,(0)=0,
Ié 212—13, 13(0):0

Eine einfache Methode, dieses System zu losen, ware wohl die Eliminationsmethode anzuwenden.
Die Eigenwertmethode ist hier ein wenig aufwiandiger, wie wir im Folgenden sehen werden. Die zum
-3 0

obigen System gehorige Matrix ist A := ( 1 -1

), mit den Eigenwerten Ay = -3 und A, = -1. Die



zugehorigen Eigenraume sind
0 0\ .. ¢[2
Kern(A +3I) = Kern(1 2) = lln{(_l)},

Kern(A +I) = Kern (_12 8) = lin{(?)}.

Damit erhalten wir das Fundamentalsystem

Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu erhalten, wollen wir nun noch die "Variati-
on der Konstanten’-Formel anwenden. Mit

folgt dann

e3t(3sin(t) - Cos(t)) + 15
%et(sin(t) —cos(t)) +

> (L)) [0\ o e 3+ 3sin(t) - 1 cos(t)
e =) =ttt o) o = 7 ST

sowie I (t) = I,(t)+ I5(t) = }Le_t + zioe_% + %sin(t) - 1—30cos(t).

AurGase 29 (Tutorium)

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir berechnen zunéchst ein Fundamentalsystem der zugehdrigen homogenen Gleichung ¢’ = Ay,
1 00

wobei wir A :=[0 3 gesetzt haben. Die Eigenwerte von A sind offensichtlich A; = 1 (mit
00

1
3

10



Vielfachheit 1) und A, = 3 (mit Vielfachheit 2). Der Eigenraum zu A ist

0 00 1
Ea(l)=Kern(A-I)=Kern|0 2 1 :lin{ 0 },

0 0 2 0
d.h. die erste Fundamentallosung ist

1

Pi(t)=e'|o].

0
Der Eigenraum zu A, ist gegeben durch

-2 0 0 0

EA(3)=Kern(A-3I)=Kern| 0 0 1 :1in{ 1 },
0 0 O 0

welcher eindimensional ist daher zunachst nur eine weitere Fundamentallosung

liefert. Weiter ist

4 0
Kern(A-3I)2 =Kern|0 0
00

und wir erhalten als dritte Fundamentallosung

0 0 0
¢3(t):e3t( 0|+tA-31)|0 ]:e3t t|.
1 1

Ein Fundamentalsystem ist daher gegeben durch

ﬁ| _)| _)| el 0 0
D) =|Pi(t) ¢a(t) s(r)|=[0 &* te],
| | | 0 0 e

und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist somit

Thom(t) = @(H)E= 11 (1) + oo (1) +c33(t),  c1,60,05 € R.

Eine spezielle Losung 3, der inhomogenen Gleichung lasst sich nun mit Variation der Konstanten
bestimmen. Nach Vorlesung gilt

t -
Pplt) = <I>(t)J0 D(s)"b(s) ds.

Mit
et 0 0 . t

o) ' =0 3 —te 3| und b(t):=]|3t

0 0 e—3t e3t

11



erhalten wir also

t R i se”s —tet—et+1
17p(t):q3(t)j cD(S)_lb(S)dSZCD(t)J 35735 —s| ds = D(t)| ~te 3~ Le3 - 124 1
0 0 1 ;
—t-1+¢
=[-t-3+ 323+ 1.
t€3t

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist dann

—t—1+ef e 0 0\
P() = Tp(t) + Thom(t) = | —t =3+ 3123+ 33 [+ 0 &3t |||, crcc3€R
te3t 0 0 é&%)lcs
Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert
1 0 0 C1 C1 \ 1
y—)(O): 01 0 Gl=1|C =2 <:>C1:1,C2:2,C3:0.
0 0 1 C3 C3 0

Und als Losung des Anfangswertproblems erhalten wir schliefllich
—t—1+2¢

P(t)= |-t -1+ 312e3 + Ze3t |
te3t

12



