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LOSUNGSVORSCHLAGE ZUM 7. UBUNGSBLATT

AurGask 36 (Usuna)
a) Seien 0<d <R<d’, ¢’ € R. Es gelte

[(¥—de)+qT(*-d'g) =0

fiir alle ¥ € R® mit ||x]| = R, wobei I' die Grundlosung der Laplace-Gleichung bezeichnet.
Bestimmen Sie d’ und g’. Ermitteln Sie daraus die Greensche Funktion von B(0, R) C R3.

b) Sei R > 0. Zeigen Sie, dass

_R-FP 1

9_G(x )
VTR R lP

= x € B(O,R), y € dB(0,R)
oN, g

gilt. Dabei bezeichne G die Greensche Funktion fiir die Kugel B(0,R) C R3.

LOSUNGSVORSCHLAG

a) Nach Vorlesung ist
1 1

e (FeR(T))

Aus der gegebenen Gleichheit erhalten wir damit durch Aquivalenzumformungen

I'(x)=

T(¥-de)+qT(¥-d'g) = 0
(:)—L L _q_’ 1 = 0
Ar ¥ -de||  4r |X-d’e|
oqllE-dz] = -R-d'2)

fiir alle ¥ € R® mit ||¥]| = R. Einsetzen von X € {Re,, —Re, } liefert

g(R-d) = -d’+R,
J(R+d) = —R-d.

Summen- und Differenzbildung der beiden obigen Gleichungen liefert

qu — _d,,
qgd = -R
Letzte Gleichung kann nach q” umgestellt werden: " = —%. Einsetzen in die vorletzte Gleichung

ergibt d’ = RTZ. Auch wenn dies nach Aufgabenstellung nicht verlangt ist, so kann man nun



einfach nachrechnen, dass die Gleichung tatsachlich fur alle X erfullt ist.

R R? 1 1 1 1
[(¥-de,)--T(¥-—¢&,)=—-—
( 7od ( d 2 410 \[x2 + 92 + (z - d)? T d\/x2+y +(z=- Ry
1 1 1 1 o

47'( VRZ 2Zd+d2 47? d ’RZ 22R2 R4
d2

Da die gewihlte Richtung ¢, beliebig ist, konnen wir de, durch ¥ mit ||}]| = d < R ersetzen und
sehen, dass

L o RO R, R R? > R
O_F(x—dez)—gr(x—762)_F(x—y_')—gf(x—ﬁy_’)_F(x—ﬁ’)—r(—x—Eﬁ)
> Il R
-rie-p-rdle- X
Definieren wir nun
e . @—)_i P 3 2,1
Glx,p) = [(¥-9)-T(FX ||ﬂ|}7) furxellj,x:iyio,
['(¥)-T(R) fury=0,x=0,

so ist G symmetrisch (Nachrechnen unter Verwendung des Skalarprodukts fir die Norm) und
fur festes ¥ € B(0,R) gilt G(x,9) = 0 (x € dB(0,R) (klar fiir ¥ = 0, fur = 0 folgt es aus obiger
Gleichung, die die Definition motiviert) und die Funktion

M= R a2 3 2_.-2.0
. o N -I(HX-57) furXeR°,¥=27=0,
-T'(R) fury=0,x=0,

ist harmonisch in B(6, R) bzgl. x fur jedes feste ¥ € B(6,R), da es sich um eine Konstante
Funktion (3= 0) bzw. um die harmonische Grundlosung der Laplacegleichung handelt, deren

Argument skaliert und translatiert wird (die zweiten partiellen Ableitungen liefern lediglich

s
R2

beachten ist dabei, dass die Singularitat der Funktion bei X = ﬁﬁ’liegt was wegen ||x]| =

den zusatzlichen Faktor vor der zweiten partiellen Ableitung der Grundlosung). Zu

”_1' > R nicht in B(0,R) liegt. Somit definiert G tatsachlich eine Greensche Funktion auf der

Kreisscheibe B(O,R) fir alle R > 0.

Nach a) gilt
1

Glx,p) = “In (||x =T _%

- (%) fiir = 0,% 0.
Der Normaleneinheitsvektor N auf der Sphire dB(0, R) im Punkt 7 € dB(0, R) ist durch N = %
gegeben. Es gilt ferner
4 IR -
(VIDE =7 (ZeR\{3}). (0.1)



Wir zeigen die Identitat aus der Aufgabenstellung zunachst fur X = 0. Es gilt in der Tat

G - >, 7 1 1 1 von) 1 ¥ v 1
0,9)=(V:G)(0,9)- 2= —|Vsl= - = || 2= —3=-2 =
31\7}7( 9 =(V560.9) ¢ 47'([ z’(R ||ﬂ|)] R 4n|jP R 4nR?
fiir alle 7€ 0B(0, R).
Fiir ¥ 0 und 0 = 7/ = ¥ gilt
17 R .,  I3PIA” o I¥ L R o
=X~ = 9l° = ——— = 2(Y) + R" = |- ¥~ - 4I". 0.2
R e P RYTA (02
Deshalb gilt
Cwp = (0ENL= 1V[ : 1 ]‘7
A - FURBIR T Tam | Y| (R > & R
oN; IF-31 el 23
[0:2) 1| ¥-7 1 v
S ; - ¥
| IF=gP - R )] R
- W R 2
o (ﬂy*)—llﬂlzﬁ_[ Ry Rz ]ﬂ
a 4nR| |IX¥-711P Kz_ R 73| R
| K=l s ol

@ 1 |@-r RIF- g5 39
E o - i
4nR | ||IX-9]| “l%lx_ﬁﬂp R

per 1 [(@9)-R ||9?2||—(>ﬂ37)] 1R |

- + - = -
4nR | |IX-IP IX-91° 4nR |- 1P

fiir alle ¥ = 0 und alle i/ € dB(0, R).

AurGase 37 (Tutorium)
Die Telegraphengleichung

Oppu(x, 1) — Dyt (x, 1) + 20, u(x, t) + u(x,t) = 0

beschreibt den zeitlichen Verlauf einer Signalspannung u am Ort x > 0 in einem langen Ubertra-
gungskabel.

Gesucht ist nun die Signalspannung u(x,t), wenn am Rand x = 0 des Ubertragungskabels ein
periodisches Signal der Form u(0, t) = 3sin(2¢) fiir t > 0 eingespeist wird. Auierdem soll die
Signalspannung fir x — oo beschrankt sein.

a) Zeigen Sie, dass ein Separationsansatz der Form u(x, t) = v(x)w(t) nicht zu einer Losung
fihrt.

b) Losen Sie das Problem mit Hilfe des Ansatzes u(x,t) = uge **sin(2t —bx) mita>0, b € R.



LOSUNGSVORSCHLAG
a) Machen wir einen Separationsansatz der Form
u(x, t) = v(x)w(t),
so konnen wir wegen der Randbedingung v = 0 und w = 0 ausschliefSen (insb. ist auch v(0) = 0).
Auflerdem folgt

u(0,t) = v(0)w(t) Z 3sin(2t) < w(t) = %sin(Zt).

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

diu(x,t) = %v(x)cos(Zt),

dipu(x,t) = —ﬁv(x)sin(Zt),

v(0)

Oyxti(x, 1) = iv”(x)sin(Zt),

v(0)

und damit

Opu(x, 1) — Dyt (x, 1) + 20,1 (x, t) + u(x, t)

- _%v(x) sin(2t) - %v”(x)sin(%) + %V(X)Cos(zt) + %v(x) sin(2t)
- (_%O)v(x) - %v”(x))sin(%) + %v(x)cos(%) 20
9 3 12 _ _
o0 MY 0w =0 = v=0

was wir anfangs ausgeschlossen haben. Also fithrt der Separationsansatz hier zu keiner Losung.
b) Versuchen wir hingegen den Ansatz
u(x,t) = uge “*sin(2t —bx), a,beRR,

so folgt mit der Randbedingung zunachst 1y = 3 und die Beschranktheit der Losung liefert
a > 0. Weiter haben wir die Ableitungen

diu(x, t) = 6e” " cos(2t — bx),

dsu(x, t) = —12e" ™ sin(2t — bx),

dyu(x,t) = —3ae”**sin(2t — bx) — 3be”** cos(2t — bx),
(x,£)



Einsetzen liefert dann

O (x,t) — Ayt (x, 1) + 20,1 (x, t) + u(x, t)
= —12¢"*sin(2t — bx) — 3(a® — b?)e ¥ sin(2t — bx) — 6abe ™ cos(2t — bx)
+12e " cos(2t — bx) + 3e”** sin(2t — bx)

= (f‘”‘((?)b2 —3a% - 9)sin(2t — bx) + (12 — 6ab) cos(2t — bx)) =0
& 3b*-3a°-9=0 und 12-6ab=0,

a>0
—a=1, b=2.

Damit erhalten wir die Losung

u(x,t) = 3e *sin(2t — 2x).

Aurcask 38 (Usung)
Auf dem Kreisring D := {(x,y) eR1 <x?+9y% < 4} betrachten wir das Dirichletsche Problem

Au(x,y) =0, 1<x?+9? <4,
u(x,y)=1+3x+8xy fiirx2+y2:1,
u(x,y):l+210g2+3x+%xy fiirx2+y2:4,
Rechnen Sie das System zundchst in Polarkoordinaten um und losen Sie es anschlieSend mit

einem Separationsansatz.
Hinweis: In Polarkoordinaten gilt Av(r, p) = (%1)/2(7' Q)+ %%(r, Q)+ rl—z (3;7;2 (r,@).

LOSUNGSVORSCHLAG
Fur v(r,¢) := u(rcos@,rsing), 1 <r <2, 0 < ¢ < 27, folgt nach dem Hinweis
Au(x,y) = d,,v(r, @)+ %arv(r,qo) + rl—za(p(pv(r,(p) =0
= r29,,v(r, Q) +rd,v(r, )+ dpev(r, @) = 0.

Fur die Randbedingungen erhalten wir fiir 0 < ¢ <27

v(r,@) =1+3rcosp+8r°cospsing = 1 +3rcosp +4r’sin2¢p, firr=1,

v(r,)=1+2log2+3rcosqp + %T’ZCOS(pSin(p =1+2log2+3rcosqp+ irzsin2(p, fur r = 2.
D.h. fiir 0 < ¢ < 27 betrachten wir die partielle Differentialgleichung

rzarrv(r,(p) +1d, (1, @)+ dpuv(r, @) =0, 1<r<2,
v(1,)=1+3cosqp +4sin2¢p,
v(2,¢) =1+ 2log2+ 6cos@ +sin2¢.

Fir v machen wir nun den Separationsansatz

v(r, ) = g(r)h(p),



wobei g,/ # 0 (da sonst die Randbedingungen nicht erfullt sind) und & eine 27-periodische Funktion
sein soll (da v(r,0) = v(r, 27) gelten muss). Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein,
so folgt
r’g"(r+rg'(r) _ h(g)

g(r) h(g)
Die linke Seite dieser Gleichung hangt nun nicht von ¢ und die rechte nicht von r ab. Da aber beide
Seiten fiir alle r, ¢ iibereinstimmen, hidngen beide Ausdricke weder von r noch von ¢ ab. D.h. es
gibt eine Konstante A € R mit

7’2

g (rh(@)+rg’ (Nh(p)+g(nh”(p) =0 —

r2g”(r)+rg’(r)
g(r)

_h(p)

h(e)

Wir l6sen zunachst die zweite dieser beiden Gleichungen.
Ist 1 <0, so lautet die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung

=)\ = r’¢"(r)+rg'(r)-Ag(r)=0, (Euler-Dgl.)

=1 & h’(p)=-Ah(p). (lineare Dgl. mit konst. Koeff.)

h(p) = cleﬁ(” + cze_ﬁ(”, c1,c €R

Diese ist aber nur fur ¢; = ¢, = 0 2w-periodisch, und dann ware h = 0. Dies haben wir allerdings
wegen der Randbedingungen bereits ausgeschlossen.
Ist A =0, so ist die allgemeine Losung gegeben durch

he)=cip+cy c,0€R

und diese Funktion ist nur dann periodisch, falls ¢; = 0.
Ist A >0, so lautet die allgemeine Losung

h(p) =, cos(\/i(p) +c; sin(\/Xgo), 1,0 €ER,

welche genau dann 27-periodisch ist, falls VleN.
Die zweite Gleichung hat also genau dann eine 27t-periodische Losung w # 0, falls A = n? fiir n € Nj.
Wir erhalten dann die Losungen

h,(p) = a, cos(ng) +a,sin(ngp), nelNy, a,a,cR.

Da die Gleichungen durch A gekoppelt sind, brauchen wir auch bei der ersten Gleichung nur noch
die Werte A = n2, n € N, betrachten. Ist n = 0, so lautet die allgemeine Lésung der ersten Gleichung

go(T) = b() +E0 log r, bo,’I;O eR.

Im anderen Fall n # 0, erhalten wir die Losung

gn(r) = bnrn +F5nr—n, bi’lr bn eR.

D.h. fiir jedes n € N ist
V(1 @) = gu(r)hy(@)

eine Losung. Durch Aufsummieren erhalten wir dann die allgemeine Losung

v(r, @) =co+7cologr + Z(cnr” +C,r ") cos(ne) + (d,r" + c’ivnrfn)sin(n(p), Cp» Cry dn,&:l eR

n=1



Setzen wir nun die Randbedingungen ein, so folgt

v(L,@)=co+ Z(C” +¢C,)cos(np)+(d, + Zi:l)sin(n(p) Z1+ 3cos@ +4sin2¢

n=1

e co=1,¢c1+¢ =3, dy+dy=4,¢c,+C,=0(n=1), d,+d,=0(n=2),
sowie
v(2,9)=1+¢ylog2+ Z(cn2” + T 3r) cos(ng) + (dn2”+(;l;%)sin(n(p) 21 +2log2+6cos @ +sin2¢

n=1

= T =220+36=64dy+1dy =1, 2", + 6, =0 (n=1), 2"d, + 5d, = 0(n=2),
Weiter gilt

c1+C1=3,20,+36=6 & ¢,=3,¢, =0,
d2+6fl\;:4, 4d2+%6fi\;:1 — d2:0,%24,
i +C=0,2",+5¢,=0 & ¢,=0,¢,=0,

d,+d,=0,2"d,++d, =0 & d,=0,d,=0.
Dies fuhrt uns dann auf die Losung
v(r,@) =1+ 2logr+ 3rcos(p) + %sinZgo
=1+2logr+3rcos(p)+ %(rcos @)(rsing),

bzw. auf die Losung der urspriinglichen Gleichung
8
u(x,y) =1+ 210g\/m+ 3x + ﬁ

AurGaBE 39 (TuTorIUM)
Bestimmen Sie die beschrankte Losung des Randwertproblems

Au(x,y) = 0, x2+y2>1,
u(x,y) = x, x2+y2:1,

indem Sie es in Polarkoordinaten betrachten und den Separationsansatz verwenden.

LOSUNGSVORSCHLAG

Wir machen den Separationsansatz v(r, @) = v{(r)va(@). Da wir an nichttrivialen Losungen inter-
essiert sind, gibt es Punkte r > 1 und ¢ € (0, 2n), sodass dort v; und v, nicht Null sind. Laut dem



Hinweis der letzten Aufgabe gilt dann

2?2 10 1 92
Av = ﬁ(r,qo)+ ?a—:(r,(p)+ r—zﬁ(n(p)
= vi/(r)vz((P) + Vz:go)vi(r) N v;(zr) vé’(@) ; 0 (r>1, Qe (0, 271))
vy(p) _(fZV{’(f) rv{(r))
Tule) - \Tmn w

Somit miissen beide Seiten konstant A € R sein und es folgt
(@)= eV 1 Cre VI (pe(0,2m))
mit freien Konstanten C;,C, € R. Damit u auf R? differenzierbar ist, muss

q}g&Vz((P):(pgrzr;FVz(qo) und JL%+V2(¢):¢EI£I7V2(¢)

gelten. Fur die erste Gleichung muss entweder A = 0 (und wegen der zweiten Gleichung dann
V(@) = C,) sein oder A < 0, was mit der zweiten Gleichung

A=-k* mit keN
ergibt und somit v, (@) = C; sin(k@) + C, cos(kg) fiir k € IN.
Ferner ergibt sich

r2v](r) +1v](r) + Avy(r) = 0 (r>1).

Dies ist eine Eulersche Differentialgleichung fiir v;. Wir substituieren deshalb r = ¢°, w(s) = v;(e®) fur
s € R. Es folgt w'(s) = v (e°) = rv|(r) und w”(s) = e%v] (e°) + e*5v; (¢°) = rv; (¢°) + r*v](¢°). Einsetzen in
die Differentialgleichung liefert

w”(s)+ Aw(s) =0 (s € R).

Fur A =0 ist also
w(s)=Cis+C, (seR),

und fir A = —k? < 0 ist
w(s) = Cye + Cre*s (seR)

mit freien Konstanten C;,C, € IR. Resubstituieren liefert

(r>1).

Cilog(r)+C,, fallsk=0,
‘Ul(T’) = Kk k
C1T +C27’ , falls ke IN

Da die Laplace-Gleichung linear ist, machen wir den Ansatz (alle Summanden der Teillosungen
multiplizieren und die verschiedenen Werte fiir k addieren)

N N
v(r,p) = Co+Cilog(r)+ ZC,((I)rk cos(kp) + ZCI((z)rk sin(kg) +

k=1 k=1
N N
ZC,(f)r kcos(kg) + ZC rKsin(ke)
k=1 k=1



mit noch zu bestimmenden Konstanten N € IN, Cy, Cy, Cﬁl), e, CI(\}), Cf), e, CZ(\?), CP), e CZ(\?), CYL), e, CI(\A,L) €
IR.

Da die Terme log(r), r* cos(k¢) und r¥sin(k¢) unbeschrinkt sind, kénnen sie nicht vorkommen. Die
Randbedingung u(x,y) = x fiir x> + 2 = 1 lautet in Polarkoordinaten v(1, ) = cos(¢) fiir ¢ € (0, ¢).
Einsetzen von r = 1 in den Ansatz und Vergleich mit der Randbedingung liefert N =1, Cy = 0,

C§4) =0, C;S) =1, also

v(r, @) = cosr(<p) (r>1,0<¢p<2n)
bzw. .
_ 2 2
l/l(x,y)—m (X +y 21)

Aurcask 40 (Usung)

Berechnen Sie die Losung des folgenden Warmeleitungsproblems mit einem Separationsansatz:

deu(x,t) — dyyu(x,t) =0, 0<x<1,t>0,
0, u(0,t) = d,u(l,t)=0 fur t >0,

u(x,0) = cos(mx), fur 0 <x<1.

LOSUNGSVORSCHLAG

Der Ansatz u(x,t) = v(x)w(t) mit v, w = 0 (u erfullt sonst die Randbedingung nicht), liefert uns

v(x)w'(t) - v (Y)w(t) =0 = vv((xx)) - 1:}((:)),

Da die linke Seite nur von x und die rechte nur von t abhangt, sie aber fiir alle x, t ibereinstimmen,
hangen beide Ausdriicke weder von x noch von ¢ ab. Also existiert eine Konstante A € R mit

=1 = v"(x) = lv(x),

=1 < w(t) = lw(t).

Diese gewohnlichen Differentialgleichungen haben die allgemeinen Losungen

Vax Vax

v(x) =cre’" +cpe” und  w(t)=c3e™, ¢, c3€R

Hier kann man auch bereits A = 0 ausschlieSen, da sonst u(x,0) = cos(7tx) nicht erfullt sein konnte.
Aus den Randbedingungen d,u(0,t) = d,u(1,t) = 0 folgt v’(0) = v’(1) = 0. Mit

v(x) = VieVix czﬁe_ﬂx
folgt dann
v (0)=VA(c;—cy) =0 & ¢ =cy,
v'(1) = \/X(cleﬁ—cle"ﬁ) =0 e Vh=e VA
= 2\/1:2711'11, nelN

— A= —nznz, n € N.



Damit ergeben sich fiir jedes n € IN die Losungen

Tinx —Tinx

v,(x) =cre +cre =2cjcos(mnx), w,(t)= c3e_"2”2t.

Aufsummieren liefert die allgemeine Losung
u(x,t) = Zvn(x)wn(x) = Zan cos(nnx)eiﬂznzt.
n=1 n=1

Mit der Anfangsbedingung u(x,0) = cos(mtx) erhalten wir nach Koeffizientenvergleich a; = 1 und
a, = 0 sonst. Insgesamt fuhrt dies auf die Losung

u(x, t) = cos(nx)e‘”zt.

AUFrGABE 41 (TuTorIUM)
a) Zeigen Sie, dass die Wellengleichung
duu(Xt)—Azu(X,t)=0, XeR*teR,
mit Hilfe des Separationsansatzes u(X,t) = e’k (%), k € R, auf die Helmholtz-Gleichung
Av(X) +k*v(X) =0
fuhrt.
b) Finden Sie Losungen zur Helmholtz-Gleichung
Av(X)+k*v(X) =0
mit den Randbedingungen
v(x1,0) =v(x1,b) =v(0,x5) =v(a,x,) =0

fir a,b > 0, indem Sie einen Separationsansatz benutzen.

LOSUNGSVORSCHLAG
a) Ist u(x,t) = e'*v(%) fiir ein k € R, so folgt
(% 1) = ikev(D), dyu(Xt) = —k*e*v(®), Apu(Zt) = M Av(R).
Setzen wir dies ein, so erhalten wir

Duu(%t) — Au(%,) = —k2e*to(X) — ¥ Av(X) = 0 = k*v(®)+ Av(¥) = 0.

b) Machen wir nun den Ansatz
v(¥) = g(x1)h(x2)
so stellen wir zunéchst fest, dass g = 0 und h = 0 die Losung v = 0 liefern. Nehmen wir im
Folgenden nun an, dass g # 0 und h = 0 ist, so folgt

Av(®) + K20(R) = g (1 h(xa) + gy Jh(x2) + K2y h(y) £ 0 e £ 100D 40

g(x1) h(x;)

10



Da beide Seiten jeweils nur von einer Variable abhangen, existiert ein A € IR mit

=1 = g"(x1) = Ag(x1),

W(xy)
h(x,)

Diese Gleichungen haben die allgemeine Losung

—k? =) = h'(xy) = —(k* + V)h(x,).

_\/Xxl, C1,Cp € R,

g(x) = (:16\@“1 + e
V=k2=1

h(x;) = cze *2 4 cye 3,04 €R.

Die Randbedingungen v(0,x;) = v(a,x;) = 0 bzw. v(x1,0) = v(xy,b) = 0 liefern g(0) = g(a) =0
bzw. h(0) = h(b) = 0. Setzen wir diese ein, so erhalten wir

g(O):Cl'l'CzéO — () =—Cq,

gla)=creVr—c eV L0 e 2aVA=2riM, MeN
2

M
’—, MEeN,

e A=- R
a

sowie

h(O):c3+c4é0 = ¢4 =-C3,

h(b) = c3"V A _ e VKA L0 = 2pV_k2— 1 = 21iN, NeN
N2
— -k*-A=-1’—, NeN.
b2
Dies fuhrt uns auf
in%xl M )

_inM .
eu(x1) =cpe —cre e = aMsm(—x1

N
hN(Xz)_C?,ElT( x2 c3e iy b X2 _b SlI'l( - Xz)

fiir M,N € N mit k% = 7121\:2 + HZN Aufsummieren liefert uns dann die allgemeine Losung

v(X) = Z CMN sin(%xl )sin(%xz ),

M,N

wobei die Summe tiber alle Paare (M, N) € IN? liuft mit k? = 712];4—22 + n”;]—;.
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