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Aufgabe 9:
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen

(1) y” - ﬁy = 07 (Z‘ € (O) 1))
T

Hinweis: Zeigen Sie, dass y1(z) = 1% eine Losung ist.

(i) @y” — (1+20)y + (1 +2)y = (1 + 2%)e*
Hinweis: Zeigen Sie, dass y;(x) = e* eine Losung der homogenen Gleichung ist.
(ili) 22y" +y' =2y =0, (x> 0)
Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz y(z) = z(1/x).
Loésung:

(i) Wir berechnen zunéchst die Ableitungen von y; auf (0, 1):

, 1-1-2)—=2-(-1 1 " 2
o) = PEEES ) s e =

Einsetzen in die DGL zeigt, dass y; eine Losung ist:

2 2 z 2 2 _,
(1-2)? z(1-22 1-2 (@(1-2p@ @Q-=z)p3

Nach dem Reduktionsansatz von d’Alembert finden wir die allgemeine Losung der DGL
mit Hilfe des Ansatzes y(z) = v(x)yi(x). Wegen

Yy =vy+oyy und " ="y + 20'y; + oy
erhalten wir durch Einsetzen in die DGL:

/1 2// /.
vy + 2v Yy + vy 733(1_33

also )
Vi 2 ! ! " _ — O
y1vt +2yv + | Yp 733(1_33)2% v=0,

=0
wobei der Ausdruck in der Klammer 0 ist, da y; die DGL 16st. Wir erhalten also eine
lineare DGL fiir v':

y1v” + 2y =0,  bzw. v+




also )
1 — /.
v x(x — 1)U

Losen dieser homogenen DGL liefert

v(z) = Cexp </m2_1) dq:) :C’exp< %7; daz)

x—1)2 (C €R).

= Cexp (log|z — 1| —2log |z|) = C(

Daraus erhalten wir

x—1\? 2 1
v(ix)= [ C da:+D:C/1—+2dx+D
r oz

X

22— 1
=C —2logz | +D (C,D €R).
x

Die allgemeine Losung ist damit gegeben durch:

2 -1 T x
y(w)-v(x)yﬂaz)—C( —210g$> lfx—i_Dl—x
2xlog x x
= — 1) — D
C( (x+1) T2 )—i— -

21
= c(1+2+ 2% 4 p- T (z€(0,1), C,DeR).
1—2 1—=x

(ii)) Wegen
ze® — (1+2x)e"* + (1+ax)e* =(z—14+2x+ 1+ z)e” =0.

ist 1 Losung der homogenen DGL. Die Reduktionsmethode von d’Alembert benutzt den
Ansatz y(x) = v(z)y1(z) und liefert durch Einsetzen (siehe (i)):
2"z + 20'y) 4 vyl) = (14 22) (g1 + oyy) + (L+z)oyr = (14 2%)e”
Sryv” + 2zy; — (14 22)y)v' + (2] — (1+22)y; + (1 +2)y1) v = (1 4+ 2%)e”
=0

sre®v" — e = (14 2%)e”.

Das ist eine lineare DGL fiir u := v/, ndmlich zu’ — uv = 1 + 2. Eine homogene Losung ist
gegeben durch up(xz) = Cx mit C' € R. Eine spezielle Losung finden wir durch Variation
der Konstanten: u,(z) = C(z)z. Wir erhalten C’(z) = 1+ 25, also C(x) = # — 1 und damit
schlieBlich u,(z) = 22 — 1. Die allgemeine Lsung ist somit u(z) = 2> — 1+ Cx (C € R)
und daraus erhalten wir

1 1
v(:c)—/uda:+D—3m3—:1:—|—2C’3:2+D (C,D € R).

Die allgemeine Losung der urspriingliche DGL ist somit gegeben durch

1 . 1
y(z) = v(@)y(x) = (3563 —x+ 50372 + D) e* (zeR, C,DeR).



(iii) Wir verwenden den angegebenen Ansatz y(z) = z(y/z) und erhalten

VD d ) = ZND 0T - W (VE) - 52 D) AR
NG :

4x 4x Ao
Einsetzen liefert

y'(x) =

- (Z”Elf) B z:if)) n z;(\\;f) —2Z(\/5) —0

und mit ¢ = /x erhalten wir schliellich die lineare DGL 2. Ordnung: z” — 4z = 0. Das
zugehorige charakteristische Polynom lautet A — 4 und hat die Nullstellen A\ = —2 und
A2 = 2. Damit ist z(t) = Ce 2" + De? mit C,D € R allgemeine Losung dieser DGL.
Riicktransformation liefert schliefllich die gesuchte Losung der urspriinglichen DGL:

y(@) = 2(V3) = Ce ™7 £ DV (2> 0, C,D €R).

Aufgabe 10:
Bestimmen Sie die Losung der folgenden Anfangswertprobleme

. _ 2(2z—
() v = (24 355 ) v + 5y = 0,y(0) = ~1, y'(0) = 2
Hinweis: y1(x) = €?® ist eine Losung der Differentialgleichung
(i) (1—a?)y" + 2y — 2y =2(1-2?)%, y(0) = 1, y'(0) = 0
Hinweis: y1(x) = x ist eine Losung der homogenen Differentialgleichung.

(i) ¥ — (4+2)y' + (4+3)y=2¢* (2>0),y(1) =0, y'(1) = €%,
Hinweis: y(x) = e?* ist eine Losung der homogenen Differentialgleichung.

Losung:

(i) Wir verwenden die Reduktionsmethode von d’Alembert und machen deshalb wieder den
Ansatz y(x) = v(z)y1(z). Einsetzten in die DGL ergibt:

2 —1

1 !/ " / /
vy + 20y vy — <2+:1:2—x+1) (vy1+vy1)+

2z —1
1! 2/_ 2 !
Sy —|—(y1 (+x2—x+1>y1>v

2z —1 2(2z —1)
w (i (2 ) ) v =0

22z — 1)

et = —0
xQ—x+lvy1

=0
2¢ —1
<:>62I,U//+ <4€2x _ (2+ 2',1:) e?x) ’U, :O
e —x+1
2 — 1
e (2 22T Y=o,
2 —z+1

Damit erhalten wir

2z -1
"(z) = ) B —
v'(x) Cexp(/ +$2_x+1dx>

=C — 2z +log(z? —z +1
exp ( — 2z + log(z >:J;—|— )
=C@@?—z+1)e ™ (CeR).



Damit erhalten wir schliellich v durch mehrfache partielle Integration:

v(x) = /C(w2 —z+1)e ¥ dx+D

r —2x
e
—C|-

1
($2—$+1)+2/(2$—1)62z dw} +D

[ e, 1 o 1 —2x
=C| - (z —x+1)—1(2x—1)e +1 2¢e " dx | + D
- —_—

=C|—=(@*—z+1) (2x—1)—ﬂ62m—|—D

[ 1 1+ a2?
=C|—-2"— = e_zx—l—D:—C’ie_%

1
4

D D € R).
5%~ 3 5 +D (C,DeR)

Damit erhalten wir die allgemeine Losung der urspriingliche DGL durch

1+ 22

y(z) =v(x)y(z) = -C + De**  (C,D € R).

Zum Schluss passen wir die Konstanten noch den Anfangswerten an:

C
—1:y(0):—§+D und 2=y(0)=2D & D=1,

also C' = 4. Somit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

y(r) = —2(1 +2%) + ¥ (z €R).

(ii) Wir nehmen zunichst z # +1 an und teilen durch (1 — 2?):

2z

7 r
Vi aY T

2
=2(1 - z?).
——y=2(1-27)

Ausgehend von der Losung y;(x) = = der homogenen DGL verwenden wir den Ansatz
y(x) = v(z)yi(z) (Verfahren von d’Alembert) um die allgemeine Losung der DGL zu
finden. Einsetzen in die DGL liefert:

2z 2
Vi + 20y oyl + T (Vg Fonn) - ——son =201 - )
2z 2z 2
" / / " / _ 2
SYyvt + <2y1+1_962y1>v + <y1 + 1_x2y1— 1_332?/1)21—2(1—% )

~~

xéov"+2<1+ ° )v,:2(1—x2).

z  1—2x2

Wir 16sen diese DGL fiir v = v’ und erhalten

2 2z
up(z) = Cexp (/_37 1.2 d:r)

1 — 22 1
:Cexp(—QIng+log(1—x2)):C ¢ :C<x_1> (C € R)




(iii)

und mit Variation der Konstanten u,(z) = 1 — 22. Insgesamt also
! 2 1
Vi(z)=u(z)=1—2"+C ﬁ_l (C eR).

Damit erhalten wir schlielich

v(x):/l—a:2—|—0<12—1> dx + D
x

1
=z 3 —C’<x+a:>—|—D (C,D eR).

Die allgemeine Losung der urspriinglichen DGL lautet dann

y(z) = v(@)y (z) = 2% — §x4 -C(1+ x2) + Dz (C,D € R).

Wir sehen, dass diese Losung die DGL auch fiir z = £1 und « = 0 16st. Wir bestimmen
noch die Konstanten durch Einsetzen der Anfangsbedingungen:

1=y(0)=-C&C=-1 und 0=1y'(0)=D,

also lautet die Losung des Anfangswertproblems

1 1
M@:$17?%+O+m%:—§#+2ﬁ+l (r € R).

Wir verwenden wieder das Verfahren von d’Alembert und machen den Ansatz y(z) =
v(z)y1 (x). Damit erhalten wir

2 4
v"y1+2u’yi+vyi’—<4+ I) (v'y1+vyi)+<4+x> vy = 2e**
" / 2 / " 2 / 4 2%
Syiv + | 2y — 44‘; Yyi|v + | y; — 4+E Yy + 4—!—; Y1 | v =2
=0
2x I 2x 2 2x / 2x
ety —|—<4e —<4+>e )v:2e
T

2
s — 20 = 2.
T

Losen dieser linearen DGL 1. Ordnung fiir o' liefert o/ (x) = Ca2 — 2z fiir C € R (Homogene
Losung: Cx?, Spezielle Losung: —2x (Variation der Konstanten)) und somit gilt v(z) =
Cxz® — 22 + D mit C,D € R. Damit ist die allgemeine Losung der urspriinglichen DGL
gegeben durch:

y(x) = (Cx® — 2> + D)e** (C,D € R).

Wir bestimmen noch die Konstanten entsprechend der Anfangsbedingungen und erhalten:
0=y(l)=(C+D—-1)e* < C+D=1
und
e2=9/(1)=3C-1+2C -2+2D)e* & 5C+2D =75,

insgesamt also C' = 1 und D = 0 und somit ist die Losung des Anfangswertproblems
gegeben durch
y(r) = (23 — 2%)e*® = (z — 1)z%e* (z €R).



Aufgabe 11:
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen:

() v +vy — 12y = 622 — 7o + 4,
(i) ¥’ — 4y’ + 4y = 8sin(2x),

(iii) v —2y" +y — 2y = —4cosx — 2sinzx
Hinweis: Verwenden Sie zur Berechnung einer speziellen Losung den Ansatz
y(z) = x(acosz + bsinz) mit a,b € R.

Losung:

(i) Das charakteristische Polynom der zugehérigen homogenen Differentialgleichung lautet
A% 4+ X — 12. Damit ist
yn(z) = Ae ™ 4 Be*® (A, B € R)

Losung der homogenen Differentialgleichung. Um nun eine spezielle Losung der inhomoge-
nen Gleichung zu finden, verwenden wir den Ansatz y,(x) = az? + bxr + ¢ mit a,b,c € R.
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

—12az* + (2a — 12b)z + (2a + b — 12¢) = 62* — Tz + 4.

Durch Koeflizientenvergleich erhélt man schliefflich die gesuchten Konstanten a = —%,
b= % und ¢ = —%. Die allgemeine Losung lautet schlielich
1 1 3
y(z) = yn(z) + yp(x) = Ae™** + Be** — 59:2 +5v-35 (@€R, A BER)

(ii) Das charakteristische Polynom der zugehorigen homogenen Differentialgleichung lautet
A2 — 4\ +4 = (X —2)2 Damit ist

yn(z) = Ae*® + Bxe®® (A, B €R)

Losung der homogenen Differentialgleichung. Um nun eine spezielle Losung der inhomo-
genen Gleichung zu finden, verwenden wir den Ansatz y,(z) = acos(2x) + bsin(2z) mit
a,b € R. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

8asin(2x) — 8bcos(2x) = 8sin(2x).

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man schliellich die gesuchten Konstanten a = 1 und
b = 0. Die allgemeine Losung lautet schliellich

y(z) = yn(x) + yp(x) = Ae*® + Bre®® +cos(2z) (v €R, A, B €R).

(iii) Das charakteristische Polynom der homogenen Gleichung lautet
M2 A —2=A=2)A—3)(A+1).

Damit ist
yn(x) = Ae*® + Bsinz 4+ Ccosz (A, B,C € R)

Losung der homogenen Gleichung. Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
zu finden, mache wir den Ansatz

yp(x) = z(acosx + bsinz) (a,b € R).

Einsetzen in die Differentialgleichung und anschlieender Koeffizientenvergleich liefert a =
0 und b = 1, also yp(z) = xsinz. Die allgemeine Losung ist daher gegeben durch

Ae* 4+ Bsinz + Ccosz +zsinz  (z €R, A, B,C €R).



Aufgabe 12:
Sei I C R ein Intervall und p, ¢ € C(I). Weiter seien y; und y2 Losungen der Differentialgleichung

y' +p)y +ql@)y=0 (zel).

Zeigen Sie, dass die Wronski-Determinante w die Differentialgleichung w’ = —p(z)w auf I erfiillt
und somit fiir alle xg,x € I gilt:

w(z) = w(zo) exp (— / :p<s> ds) | (+)

Folgern Sie daraus, dass entweder w(z) = 0 fiir alle = € I oder w(z) # 0 fiir alle z € I gilt.

Loésung:
Die Wronski-Determinante zu y; und 9 ist definiert als

w(z) = det <z}Ex§ z?ix;> = y1(@)ya(2) — y1(@)y2(z)  (z €R).
(@) yy(z

Damit erhalten wir

w' = y1yh +y1ys — Yiye — Yiys = Y1y — Y1 Y2
= —y1(p(@)yy + q(@)y2) + (p(@)y1 + ¢(@)y1)y2
= —p(x) (Y15 — n1y2) = —p(2)w,

also 16st w die angegebene Differentialgleichung. Auflerdem ist die Losung dieser DGL gerade
durch die Formel in (%) gegeben.

Da exp(t) > 0 fiir alle t € R gilt folgt aus (x), dass w = 0 < w(xg) = 0, also gilt entweder
w(z) = 0 fiir alle z € I oder w(x) # 0 fiir alle z € I.



