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Aufgabe 13:
Bestimmen Sie die Losung der folgenden Anfangswertprobleme

(i) 2*y" +y=0, y(1)=0, y'(1)=1,
(ii) «y" +zy —y=logz, y(1)=2, y'(1) = -1,
(iii) 2%y® +5ay” +y" + 2~ W =0, yle) =0, y'(e) =1, y'(e) = -1, y"(e) = &.
Losung:
(i) Wir verwenden den Ansatz x = e’ und erhalten durch Einsetzen:
™y (e") +y(e') = 0.

Wir setzen z(t) := y(e'). Dann gilt 2/(t) = e'y/(e!) und 2”(t) = e?y/ (') + e'y/(e'). Damit
erhalten wir die DGL
2= +2=0

fir z. Diese homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat das
charakteristische Polynom A?> — X + 1, also erhalten wir die allgemeine Losung

2(t) = Ae? cos(L2t) + Be? sin(%3t) (A, B € R).
Riicksubstitution liefert die allgemeine Losung
y(z) = z2(logx) = Aﬁcos(@ logx) + B\/Esin(§ logz) (A,Be€R).

Einsetzen der Anfangswerte ergibt schliefllich die Lésung

e

(ii) Wir verwenden den Ansatz x = e’ und erhalten durch Einsetzen:

sin(@ logz) (x> 0).

€2ty//(et) + ety/(et> _ y(et) —t.

Wir setzen z(t) := y(e'). Dann gilt 2/(t) = e'y/(e?) und 2”(t) = e?*y" (') + e'y/(e!). Damit
erhalten wir die DGL
2 —z=t

fiir z. Diese inhomogene lineare DGL 2. Ordnung konstanten Koeffizienten hat das charak-
teristische Polynom A? — 1, also erhalten wir die allgemeine Losung

2(t) = Ae' + Be™" —t (A,B €R).



Riicksubstitution liefert die allgemeine Losung
y(z) = z(logz) = Az + Bx~! —logz (A, B €R).
Einsetzen der Anfangswerte ergibt schlieflich die Losung
y(x) =z +2" ' —logz (x> 0).
(iii) Multiplizieren der DGL mit z? liefert die Euler’sche DGL
aty® 4 523y + 22y + 22y’ — 2y = 0.
Wir verwenden wieder den Ansatz x = e' und erhalten durch Einsetzen:
My (eh) + 53y (ef) + 2ty (e!) + 2ty (e!) — 2y(et) = 0.
Wir setzen z(t) := y(e!). Dann gilt
2 (t) = ey ("),
(0 = M () 4 e (),
(t) =
(4)

Z/” t /l/ et) +3€2t //( t)+6ty/( t)
4 — (et)+663t I//( )+762t l/( t)—i—ety'(et).

Damit erhalten wir die DGL

z

PAC Y P9 +52 —22=0

fiir z. Diese inhomogene lineare DGL 2. Ordnung konstanten Koeffizienten hat das cha-
rakteristische Polynom A* — A3 — 3\2 + 5X — 2 = (A — 1)3(\ + 2), also erhalten wir die
allgemeine Losung

z(t) = Ae' + Bte! + Ct?e' + De™* (A,B,C,D € R).
Riicksubstitution liefert die allgemeine Losung
y(x) = z(logz) = Az + Bzlogz + Cz(logz)? + Dz~? (A,B,C,D €R).
Einsetzen der Anfangswerte ergibt schlieflich die Losung

y(x) =z —zloge =x(1 —logz) (x> 0).

Aufgabe 14:
Bestimmen Sie die Losung der folgenden Anfangswertprobleme

(i) " +zy' —3y=0, y(0)=0, y(0) =

(ii) 2¢" —zy’ +2y =4 — zcosz, (0)—0 y'(0) =1,
(iii) y” — 422y = 6z¢*, y(0) =0, ¥/ (0) = 1.
Loésung;:

i) Wir verwenden den Potenzreihenansatz y(z) = > °° , a,2™ und erhalten
Y n=0

Y (x) = Znanx" L
n=1
o o

y'(2) =Y nln—1)az"? = Z(n +2)(n + 1)ap422™.
n=2 n=0



Einsetzen in die DGL ergibt
| © e
0= Z(n +2)(n + 1)apt2z™ + Z na,r" —3 Z anx"
n=0 n=1 n=0

=2as — 3ag+ Y _ [(n+ 2)(n+ V)anis + (n — 3)an] 2"

n=1
Koeffizientenvergleich liefert
2&2 — 3&0 = 0, (1)
n+2)(n+1apt2+ (n—3)a, =0 (n>1). (2)

Die Anfangsbedingungen ergeben agp = y(0) = 0 und a3 = y’(0) = 3. Nach (1) gilt also
az = 0. Nach (2) erhalten wir die Rekursionsformel

3—n

mrp@mrpe P

und mit den obigen Koeffizienten haben wir insgesamt ag =0, a1 = 3, a2 =0, a3 = 1 und
an =0 (n > 4) und somit ist die Losung gegeben durch

y(z) = 3z + 23

Wir verwenden den Potenzreihenansatz y(z) = > 7, ana™ und erhalten

o0
Y (z) = Znanac" L
n=1
(e} o)
y"(z) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z(n +2)(n+ Dapyox".
n=2 n=0

Einsetzen in die DGL ergibt

oo oo [e.e]
4— zcosz =2 Z(n +2)(n+ 1Dapyox"™ — Z napx" + 2 Z anz"

n=0 n=1 n=0

=4as + 2a0 + Z 2(n+2)(n+ 1)apnt2 + (2 —n)ay] 2™

n=1
Koeffizientenvergleich nach Verwenden der Reihendarstellung von cosz = > 77 ((;7,?)?3:2]‘3 .
Damit ist zcosz = > o | byz™ mit
0, firn =2k (k>1)
bn =19 1) .
G firn=2k+1 (k>0)
liefert
4das + 2a9 = 4, (3)
2(n+2)(n+ Dapg2 + (2 —n)a, = =b, (n>1). (4)

Die Anfangsbedingungen ergeben ag = y(0) = 0 und a; = y'(0) = 1. Nach (3) gilt also
az = 1. Fiir gerades n gilt b, = 0, also nach (4):

n—2
2(n+2)(n+1)

ap+2 = Qp,



also folgt rekursiv ay = ag = ... = 0. Fiir ungerades n = 2k + 1 lautet (4) schliefilich
(=DF

2(2k + 3)(2k + 2)a2k+3 + (1 - 2k>a2k+1 = — (2]{2)'

(k>

0).

Mit vollstdndiger Induktion beweist man die folgende explizite Darstellung:

(="

kL= R (k=

0).
Insgesamt lautet die Losung schlieflich

y(z) = z? + i ﬂx%ﬂ =22 +sinz.
= (2k +1)!

(iii) Wir verwenden wieder den Potenzreihenansatz y(x) = Y 7 j ana™ und erhalten

o0 oo

y'(x) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z(n +2)(n + 1)ap422™.

n=2 n=0

Einsetzen in die DGL ergibt

(o.9) oo
6re®” = Z(n +2)(n + 1)ap0z™ — 4 Z anz™t?

n=0 n=0
=3 nloGn—23"
oo
=2a3 + 6azz + Z [(n+2)(n+ 1)anta — 4an—2] 2.
n=2
Wir schreiben auch die rechte Seite der DGL in eine Potenzreihe und erhalten

o]
6
fﬁﬂ2k+1.

k!
k=0

0 2\k
o2 _ (z9)
6xre® = 6x E i
k=0

Die Anfangsbedingungen ergeben ag = y(0) = 0 und a; = 3/(0) = 1. Koeffizientenvergleich
liefert also 2as = 0 und 6ag = 6, also as = 0 und a3z =1

(n+2)(n+1) 4 0, firn=2k(k>1)
n n Gpyo — 4Gy =
2 2T\E, firn=2k+1 (k> 1)

Damit folgt fiir gerades n (mit ag = az = 0) direkt a,, = 0. Fiir n = 2k + 1 ungerade
erhalten wir schliellich

1 6
_ S dasy ).
92+ = ok 1 3)(2k + 2) (k! Ao 1)

Mit vollstdndiger Induktion beweist man aop 1 = % (k > 1) und somit erhalten wir

0, firn=2k(k>0)
Ay = .
" fiir n = 2k + 1 (k > 0)

Insgesamt lautet die Losung also

oo [ee) 1

2

y(z) = E anx” = g gx%ﬂ = ze® .
n=0 k=0



Aufgabe 15:
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen mit Hilfe des abge-
wandelten Potenzreihenansatzes

(i) 22y" +3y +2y=0 (z >0),
(i) 2y + 7y + 2 =0 (z>0),
(iil) 2% — 2y + =22y =0 (x> 0).
Loésung;:
(i) Wir verwenden den abgewandelten Potenzreihenansatz y(z) =Y oo ;anz"™"” und erhalten

e}

y(@) = >0+ plana™
n=0
oo
y'(x) = Z(n +p)(n+p— Va2,
n=0

Einsetzen in die DGL ergibt

[e.e] oo o0
0 =2 Z(n +p)(n+p—1apz™ Pt 43 Z(n + p)anz" P 42 Z anz" P

n=0 n=0 n=0
—_———

=> i1 Gn— 1z et

= p(2p + Dagz" " + Z [(n+ p)(2(n + p) + Day, + 2a,_1] z" 71

n=1
Dies liefert die determinierenden Gleichung fiir p:
p(2p+1)=0.

Insgesamt erhalten wir mit dem verwendeten Ansatz zwei linear unabhéngige Losungen
fiir beliebiges ag # 0:

e Fall p = 0: Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

—4an—
n(2n + 1)a, + 2ap—1 =0 & a,, = (2?2_37711)1271 (n>1).
Durch vollstandige Induktion zeigt man a,, = % (mit ap = 1), also

) =2, ((_4)11)!9071+0 - 2\1/5 2 (2(71_3:)! vt =B ()
n=0

= 2n+1 2\
o Fall p= —%: Hier erhalten wir wieder durch Koeffizientenvergleich
1 —4an 1
(n—§)2nan—|—2an,1 :O<:>an: m (nZ 1)

Analog zum ersten Fall ergibt sich

nio) =3 Gamd = 223 Cleva = U @)



Die allgemeine Losung lautet also
1

NG

(i) Wir verwenden den abgewandelten Potenzreihenansatz y(x) = Y o2 ; ap2™” und erhalten

y(x) = 2Ay1(x) + Bya(z) = (Asin(2y/z) + Beos(2v/z)) (A, BER, x> 0).

o0

Y (x) = (n+p)anz™",
n=0
oo

y//($) = Z(n +p)(n+p-— 1)an$n+p—2.
n=0

Einsetzen in die DGL ergibt

o0 0o -
0= (n+p)(n+p—Danz" P+ 73 (n+ plaga™ 7 +9 3 apa e
n=0 0 o

o
= Z [(n+p)(n+p+6)+ 9 az" Pt
n=0
Die determinierende Gleichung fiir p lautet also p(p +6) + 9 = 0, d.h. (p + 3)?2 = 0 und
somit p = —3. Koeflizientenvergleich liefert schliellich

[(n—3)(n+3)+9a, =0<n’a, =0 (n>1),

also

1

oo
yi(z) = ;)an:r”_?’ =3 (x > 0).

Um die allgemeine Losung zu finden, benutzen wir den Ansatz y(z) = yi(z)u(z). Wir
erhalten durch Einsetzen in die DGL

u/l U//

2
Losen dieser DGL liefert u/(z) = g fir A € R und somit u(z) = Alogz + B (A, B € R).
Damit lautet die allgemeine Losung also

_ Alogz+ B
-

0.

y(z) = y1(z)u(x) (A,BeR, x>0).

(iii) Wir verwenden wieder den abgewandelten Potenzreihenansatz y(z) = > o7 ap,z™t? und

erhalten
oo
y'(x) = Z(n + p)anz™ P
n=0
oo
y'(x) =Y (n+p)(n+p—1)aua" 72
n=0
Einsetzen in die DGL ergibt
| e oo 00 o
0= Z(” +p)(n+p—1)apz" "’ — Z(n + p)aga™ P + 2 Z anx" P — Z a2
n=0 n=0 n=0 0

= [plp=1) = p+ Flaoa” + [(1 +p)p — (1 +p) + §] ara'**

5[0 )t =)+ D — ]
n=2



Wir erhalten die determinierende Gleichung

Il
—
)

|
N[
~—
—
)

|
nojw
~—

0=p(p—1)—p+3

und durch Koeffizientenvergleich

Wir erhalten also die beiden Falle:

e Fall p = 3: Hier gilt 2a; = 0 und a, = n’zz”l) (n > 2). Das heifit a,, = 0 fiir n
ungerade und fiir n = 2k gerade a,, = (Zk}H)! (k > 0). Wir erhalten also

1 2k+3 1 2k+1
) SN - h
y1 () 2 ok 1)!3: P \/Ekzo ok 1)!3: Vxsinh z

e Fall p = 3: Hier gilt 0a; = 0 (wir wiihlen a; = 0) und a,, = n‘zzj) (n > 2). Das heif}t

an = 0 fiir n ungerade und fiir n = 2k gerade a,, = (2%)! (k > 0). Wir erhalten also

%) 1 . 00 1
ya(z) =) (21@!332“2 =y, (2l<;)!x2k = Vacoshe
k=0 k=0

Die allgemeine Losung lautet schliellich

y(x) = Ay1(z) + Bya(x) = Vo (Asinhx + Beoshz) (A, B € R,z > 0).



