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Aufgabe 20:
Seien () # I C R ein Intervall, A: I — R™ "™ und b: I — R" stetig. Betrachten Sie das lineare,
inhomogene System mit variablen Koeffizienten

y(2) = A(w)y(z) + b(x) (x € D).

Weiter seien y1, ..., yn: I — R” Losungen des zugehorigen homogenen Systems. Zeigen Sie, dass
die Wronski-Determinante w: I — R von y1, ..., y, die folgende Differentialgleichung 16st:

w'(z) = Spur(A(x))w(z) (z €1).
Hinweis: Determinantenentwicklungssatz

Losung:
Nach dem Determinantenentwicklungssatz gilt fiir jede Matrix B = (b;;) € C™*" und jedes
je{l,...,n}

n

det(B) _ Z( )z-‘rk’b kdet( (lk’))

k=1

wobei die Matrix B(*) aus der Matrix B durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten Spalte
entsteht. Damit ist die Abbildung det: R™ — R differenzierbar und es gilt

Jddet g Obyge oo " s o
B) =) (—1)"** 2 det(B)) = (—1)"7 det (B 1,...,n}).
gy, (B = D0 G QB0 = (4B (i € (1)
= ——
Ok
Weiter bezeichne Y (z) = (Yij(x)) = (yi(z) - yn(2x)) (x € I) die Matrix mit Spalten y1, ..., yn.
Fiir Y gilt also Y/ = AY, bzw.

Zazk Yk] (i,jE{l,...,n},J?EI)
Damit erhalten wir unter Verwendung der Kettenregel

W () = (det(V)) () = 3 29 3

ij=1 0bij
= Z 1) det(Y @) ( ))Zaik(x)ij(x) (%)
i,j=1 k=1
= Z azk(f’«")Z( 1) det (V) ( )Y ()
ikj=1 s



Weiter gilt fur i,k € {1,...,n}
S (=) det (V09 (@) Vi () = Gy det(Y (2)) (€ 1).
j=1

Einsetzen in (x) ergibt schlieflich

n

w'(z) =Y ap(@)dpw(z) = w(z) Y a; = Spur(A(x))w(z) (z€l).
=1

i k=1

Aufgabe 21:
Bestimmen Sie Fundamentalsysteme der folgenden Systeme von Differentialgleichungen

(i)
L[4 12

31 1
y=12 4 2|y,
11 3
(iii)
0 1 0
, 1o o o
A I e T

Losung:

(i) Wir berechnen das charakteristische Polynom:

—4-X 12

9 6_A> =(4-N6-N)+24=2A-2) (Ae€O).

p(A) = det <

Die Eigenwerte der Matrix lauten also 0 und 2. Wir berechnen die zugehorigen Eigenrdume
und erhalten

Ey = Kern(A — 0F) = span { (?) },  bzw. E;=Kern(A —2E) = span { <i> }.

Damit erhalten wir die Fundamentall6sungen

Oz 3 _ 3 2z 2
y1(x) =e <1> = <1> und  y2(7) =e <1> .

(ii) Wir berechnen wieder das charakteristische Polynom:

3-x 1 1
pA)=det[ 2 4-Xx 2 |=2-N*6-)) (Ae€Q).



Als néchstes bestimmen wir wieder die zugehorigen Eigenrdume

1 1 1
Egzspan{ -11],]1 0 }, bzw. E6:span{ 2 }
0 —1 1

Wir erhalten also die Fundamentallosungen

n (.’E) _ e2x

(iii) Das charakteristische Polynom lautet p(\) = A(A + 1)3. Wir berechnen den Eigenraum

Ey = Kern(A) = span {

S O = =

Damit ist

S O ==
O O =

eine Fundamentallssung. Wir berechnen weiter £_; = Kern(A + E) = (1,0, —1,0)7 und
erhalten somit

Wir ergéinzen diesen Eigenvektor zu einer Basis von Kern(A 4 E)? und erhalten

1 1
9 0 1
Kern(A + E)? = span { Ao }.
0 -1
Dies liefert die dritte Fundamentallésung
1 1 1
1 1 1 0
r)=¢e¢ " +z(A+ FE =e " + ze™”
w()=e(| | +ata+B)| ] ; °
-1 -1 -1 0



Erneutes Ergéinzen zu einer Basis von Kern(A4 + E)? ergibt

0 0 0
1 1 2 1
z)=e " +2(A+E + = (A+1)?
wi) =e (| | +aa+B) | | +FAa+D?| ]
0 0 0
0 0 1
1 1 2 0
=e* + ze™* + T e
0 1 2 -1
0 -1 0
Insgesamt bilden also yi,...,ys ein Fundamentalsystem.

Aufgabe 22:

Berechnen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems
W =3u+v—w
vV =u+3v—w
w =3u+3v—w

Losung:

Mit y = (u,v,w)? ist das gegebene System #dquivalent zu

31 -1
y=113 —1]y
3 3 -1
e

Das charakteristische Polynom von A lautet p(\) = (1 — A)(2 — A)%2. Wir berechnen die die
zugehorigen Eigenrdume

1 0 1
FE = span{ 1 } und Fy = span{ 11,10 }
3 1 1

und erhalten somit das Fundamentalsystem y1, 2, y3 mit

e’ 0 e
yi(x)=1¢e* |, w(z)=|e* und  y3(z) = 0
3e® 6250 36295

Die allgemeine Losung lautet also y(x) = ciy1(x) + coy2(x) + c3ys(x) (x € R) mit ¢1,co,c3 € R.

Aufgabe 23:
Berechnen Sie jeweils die Losung der folgenden Anfangswertprobleme

(i)

5 -7 —4 0
y=-|-7 5 —4|wy yO0)=]0],
5 5 2 1
=:A



10 0 0
vy=121 =2y, wy0)=]1
3 2 1 1

Loésung:

(i) Wir berechnen zunichst ein zugehoriges Fundamentalsystem. Fiir das charakteristische
Polynom von A gilt:

. 5-6) -7 —4
pN) = zdet | -7 5-61 4 |= 2-N1+X) (AeOQ).
5 5 2-6)

A hat also die Eigenwerte 2, ¢ und —i. Die zugehorigen Eigenrdume lauten

1 2
Ey = span{ -1 }, bzw. FE;= span{ 2 }
0 —(1+ 349)

(Beachte: E_; wird nicht benétigt). Daraus erhalten wir das zugehorige Fundamentalsystem
{y1, y2,y3} bestehend aus

1
yi(z)=e* | -1,
0
2 2cosz
ya(x) = Re(e” 2 ) = 2cosx ,
—(1+ 30) 3sinx — cosx
2 2sinx
y3(z) = Im(e™ 2 )= 2sinx (x € R).
—(1+ 3i) —sinz — 3cosx

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist somit gegeben durch

y(x) = cryi(x) + caya(x) + csys(x) (xR, c1,09,¢3 €R).

Wir bestimmen also c¢1,cs,c3 € R entsprechend der Anfangswerte und erhalten ¢; = 0,

co =0und c3 = —%, also
1 —%sin:c
y(x) = —§y3(m) = —%sinaﬁ (x € R).

%sinx—i—cosx

(ii) Wir berechnen wieder ein zugehoriges Fundamentalsystem. Fiir das charakteristische Po-
lynom von B gilt:
p(A) = (1 =N (A2 =2\ +5).



B hat also die Eigenwerte 1, 1 + 2¢ und 1 — 2i. Die zugehorigen Eigenrdume lauten

2 0
E = span{ -3 }, bzw. FEii9 = span{ i }
2 1

(Beachte: Fj_9; wird nicht bendtigt). Daraus erhalten wir das zugehorige Fundamentalsy-
stem y1, y2, y3 bestehend aus

2
yi(z) =€ | =31,
2
0 0 0
yo() = Re(e 2% | |) = Re(e®(cos(2z) + isin(2z)) | i |) = [ —sin(22) |,
1 1 cos(2x)
0 0
y3(x) = Tm(eMH2)2 | § |) = e | cos(2z) (x € R).
1 sin(2x)

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist somit gegeben durch
y(z) = c1y1(x) + c2y2(x) + csys(z) (v €R, c1,c2,c3 €R).

Wir bestimmen also ¢1,cs,c3 € R entsprechend der Anfangswerte und erhalten ¢; = 0,
co =1 und c3 =1, also

0
y(x) = ya(w) + y3(z) = € | —sin(2z) + cos(2z) (x € R).
cos(2z) + sin(2x)



