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Losungsvorschlag zu Ubungsblatt 7

Aufgabe 24:
Losen Sie die Differentialgleichung

u (2,1) — 22uge(v,6) =0 (x>0, t €R)

mit Hilfe des Separationsansatzes u(z,t) = v(z)e™! mit einem w € R\ {0}.

Loésung:
Einsetzen des angegebenen Ansatzes liefert

2wt

wiety(z) — 22" (x)e*t =0 < 2%’

+ w?v = 0.

Hierbei handelt es sich also um eine Euler’sche DGL fiir v. Die Substitution z = €®, z(s) = v(e®)
fithrt schlieBlich auf eine lineare DGL mit konstanten Koeflizienten fiir z:

2= W =0.

Das charakteristische Polynom dieser DGL lautet p(A) = A2 — X\ + w? (A € C). Wir berechnen
die Nullstellen in Abhéngigkeit von w und machen dafiir eine Fallunterscheidung;:

e |w| > 1: Hier erhalten wir die Nullstellen Ay = § +i/w? — 1. Damit lautet die allgemeine
Losung also

2(s) = cre? cos(v/4w? — 15) + cpes sin(\/4w2——1%) (s € R)
mit freien Konstanten c1, co € R. Riicksubstitution liefert
v(z) = c1v/x cos(V 4w? — 11(’%) + CQﬁsin(\/Mi—llo%) (x >0),
bzw.

u(z,t) = e <cl cos(V4w? — 1log \/x) + o sin(V/4w? — 1log \/E)) (x>0, teR).

e |w| = 3: Hier erhalten wir die einfache Nullstelle A = 3 und somit die Lésung

2(s) = c1e2 + cpsez (s € R)
mit freien Konstanten ¢y, co € R. Riicksubstitution liefert
v(r) = 1V + eolog(z)vVr = V(e + cologz) (x> 0),

bzw. .
u(z,t) = e“'a(cp + cplogz) (x>0, t €R).



e 0 < |w| < 3: Hier erhalten wir die Nullstellen Ay = 5 + /3 —w?. Mit v := /3 —w? >0

lautet die allgemeine Losung also

2(s) = cre2e™® + cpeze ™ (s € R)
mit freien Konstanten cq, co € R. Riicksubstitution liefert

v(z) = eivra? + oz (x> 0),

bzw. '
u(z,t) = e (2" + cz™) (x>0, t €R).

Aufgabe 25:
Betrachten Sie das Anfangswertproblem
up(x,t) + zug(z,t) = tu(z,t)  ((x,t) € R?)
u(z,0) = 2° (z €R).

Bestimmen Sie eine Losung des Anfangswertproblems mit Hilfe

(i) des Charakteristikverfahrens.

(ii) eines Separationsansatzes.
Losung:

(i) Wir setzen

a((z,t),u) = (f) und  b((x,t),u) = tu.

Weiter sei k: R — R? eine Kurve und w(s) := u(k(s)). Damit lautet das charakteristische

System (s € R)

kll(s) = k1(8)7
& Kiy(s) =1,

w'(s) = ka(s)w(s)

{k’(s) = a(k(s),w(s)),
w'(s) = b(k(s), w(s)

Wegen den Anfangsbedingungen und wegen w(0) = u(k1(0), k2(0)) fordern wir k2(0) = 0,

k1(0) = v € R und w(0) = k1(0)? = 42. Damit erhalten wir

ki(s) =ve®, ka(s)=s (s € R).

2
Das AWP fiir w lautet dann w’ = sw, w(0) = 72, also w(s) = y%ez (s € R).

Nun 16sen wir zu gegebenem = > 0 und ¢ € R die Gleichung (z,t) = k(s;y) nach (s,~) auf.

Es gilt
(z,t) = k(s;7) = (ye’,8) & y=zet A s=L.
Damit erhalten wir

&2 2
u(z,t) = w(s;y) =% = a2e 2ty ((x,t) € R?).

(ii) Wir verwenden den allgemeinen Separationsansatz u(x,t) = v(z)g(t) ((x,t) € R?). Damit

erhalten wir

= const =: A € R.



Wir erhalten also die beiden Differentialgleichungen

/

w'=X und ¢ =(t-Ng.
Losen liefert g(t) = 137 und v(z) = cox?, also u(x,t) = creoztes’” ~M . Einsetzen in
die Anfangsbedingung ergibt cijco =1 und A = 2, d.h.

u(z,t) = p2ezt’ =2 ((x,t) € R?)

Aufgabe 26:
Losen Sie das Anfangswertproblem

wlet) + (S620) (@) =0 (a,t>0),
u(z,0) =sinz (x> 0)
mit dem Charakteristikverfahren.
Loésung:
Die gegebene Differentialgleichung ist dquivalent zu
ug(z,t) + 22ug (x,t) = —2zu(z, t) (x,t > 0).

Wir definieren a((x,t),u) := (%) und b((z,t),u) := —2zu und erhalten die dquivalente DGL
der Form

(ug(x,t) ur(x,t)) - a((x,t),u(z,t)) = b((x,t), u(z,t)).

Fiir eine Kurve k: I — R? und w := u o k erhalten wir das charakteristische System

k1(s) = a1(k(s),w(s)) = ki(s)?,
kh(s) = az(k(s), w(s)) =1 (sel),
w'(s) = b(k(s), w(s)) = —2ki(s)w(s).

Wegen der Anfangsbedingung u(x,0) = sinz (z > 0) erhalten wir die folgenden Anfangsbedin-
gungen fiir das charakteristische System:

k1(0) =y €R, k2(0)=0, w(0)=u(k(0))=u(y,0)=-sinn.

Damit erhalten wir zum einen ky(s) = s und ki(s) = 1187 (s € I =0, %)) Wir fordern
zusétzlich v > 0. Einsetzen in die DGL fiir w ergibt

w(s) :cexp(Z/l_ ds) =c(1 —s7)* (s€l).

Mit der Anfangsbedingung w(0) = sin~y erhalten wir w(s) = siny(1 — sv)? (s € I).
Zu x,t > 0 versuchen wir nun die Gleichung (z,t) = k(s;7) nach

1
(v,8) € {(5,2)€R2:0<5, 0§z<6}

aufzultsen. Es gilt

¥ 1
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und wir erhalten die Losung

u(x,t) = w(s;y) =sin (1 fm) a +1m)2 (x,t>0).

Aufgabe 27:

(i) Losen Sie das Anfangswertproblem

2uy(x,t) + 3ug(z,t) = sin(2z — 3t)  ((2,t) € R?),
u(z,0) =ze® (z €R).
(ii) Losen Sie das Anfangswertproblem
ug(z,t) — ug(x,t) = et ((z,t) € R?),
u(z,0)=z+1 (zeR).

Losung:

(i) Dividieren der Differentialgleichung durch 2 ergibt das lineare Transportproblem

1
u(x,t) + ; ug(z,t) = 55111(23} —3t) ((z,t) € R?),
N N
=:a =:g(:)3,t)
u(z,0) = ze® (z €R).
=:f(x)

Damit erhalten wir die eindeutige Losung

t
u(x,t) :f(:n—at)—}—/o gz —a(t—s),s) ds

1 t
= (x - gt) 3t 4 2/0 sin(2 (x - g(t - s)> —3s) ds

=2z—3t

; 1
= <x - §t> e" st it sin(2z — 3t)  ((x,t) € R?).

(ii) Es handelt sich um eine lineare Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten:

ur(z,t) + (—1) ug(z,t) = —J(Uet) ((z,t) € R?).
=:a =:g(x,t

AuBerdem setzen wir f(z) := x + 1 (z € R). Nach der Losungsformel fiir die lineare
Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten erhalten wir

u(x,t):f(x—at)—i-/o g(x —a(t—s),s) ds
:x+t+1—/t($+(t—s))esds
0

t t
+ / se’ds
s=0 0
—_——

=se’

=x+t+1—(z+1t)e’

Zzo—fgesds
(x+t)+1— (x+t)e +tef — (e —1)
(x+t+1)—(z+1e" ((z,t) € R?).

2
2



Aufgabe 28:
Bestimmen Sie fiir n > 2 alle radialsymmetrischen Losungen der Poisson-Gleichung

—Au(r) =1 (zeR"\{0}),

d.h. alle Losungen der Form u(x) = g(||z||) (x € R™\ {0}).

Losung:
Wir suchen radialsymmetrischen Losungen der Form u(x) = g(||z||) (z € R™\ {0}), wobei
g: [0,00) = R. Damit gilt

2:62‘

o (lall)
Z;?Zlmj2 ER

ZL‘iZ
EEREA 0 (1 HxHS)'

=3t () = "(ll2l)) + g’(HmH>n||_u1
=1

ua, (z) = g'(I|[])

e, (2) = 9" (|l2l])

Damit erhélt man
(x € R™\ {0}).
Also 16st ein solches u genau dann die gegebenen Poisson-Gleichung, wenn ¢ der folgenden

gewohnlichen DGL geniigt (r := ||z|| > 0):

R R Y L A )]

Losen dieser DGL ergibt hp(r) = c1r =™ (r > 0) mit der freien Konstanten ¢; € R und Variation

der Konstanten liefert h,(r) = —= (T > 0). Insgesamt haben wir also die Losung

n

c1logr — §+02,f1'irn:2

c1 .2—n __ ﬁ -
5T T e, fiirn > 2

h(r) = crt ™ — % bzw. g(r) = { (r>0).

Durch Riicksubstitution mit r = ||z|| erhélt man die gesuchten radialsymmetrischen Losungen.



