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Losungsvorschlidge zum 02. Ubungsblatt

Aufgabe 4:

(a) Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Bernoullische Differentialgleichung
(o= 1). Wegen y(0) = 1, interessieren wir uns zunéchst fiir Losungen y > 0. Fiir solche darf
man die Differentialgleichung durch /y(z) dividieren und erhélt die dquivalente Gleichung

y’(x) z)—1=0.
@) + V()

Definiere z(z) = \/y(x). Wegen y > 0 ist z definiert und differenzierbar mit 2/(z) = v(@

Die obige Gleichung ist dann zu

, 1z

2 2
dquivalent. Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir z. Eine partikuldre Losung z,(x) =
1 ist leicht zu erraten. Die allgemeine Losung vy, der homogenen Gleichung ist durch

zn(t) = Ce™2

mit der freien Konstanten C' € R gegeben. Die allgemeine Losung der inhomogenen Glei-
chung lautet also z(z) = z,(z) + z5(z) = 1 + Ce™2. Durch die Anfangsbedingung z(0) =
y(0) = 3 wird C' = —3 festgelegt. Es gilt
1 = _z t
yz) >0 1l-—-e2>0&2>e 2 < n(2) > —- & —2In(2) > =
2 2 ———r

=:x0

Also ist die Losung y der urspriinglichen Gleichung zumindest auf dem Intervall I = (z¢, 00)
eindeutig und durch

1 .\
o) =0 = (1- 5%
fiir alle x € I gegeben. Diese ist nicht weiter nach rechts fortsetzbar.

Jede Fortsetzung nach links muss wegen der Stetigkeit der Losungen

y(zo) = lim y(z)=0
erfiillen. Die Differentialgleichung liefert zusétzlich y'(zo) = /y(x0) — y(xo) = 0. In der
Tat ist die identisch verschwindende Funktion eine Losung der urspriinglichen Differential-
gleichung. Wegen

/!
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kann man y durch 0 weiter nach links differenzierbar fortsetzen und erhélt eine nicht weiter
fortsetzbare Losung des Anfangswertproblems mit

2
_Z .
le 2> fir x > xg

y(z) = <17 2

0 sonst

fir alle z € R.

Angenommen, es gébe eine weitere Losung § mit g(x;) > 0 fiir ein 27 < xg. O.B.d.A. gilt
0 < g(z) < 1 fiir alle z € (z1,x0) (Zwischenwertsatz). Die Differentialgleichung liefert dann

7(2) = /i) (Vi) - w(t) =0,

womit ¢ auf [x1,z9] monoton wachsend wire. Aber g(x1) > 0 = g(x¢) im Widerspruch

dazu. Also ist das obige y die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe.

Fiir x > 0 ist die Differentialgleichung dquivalent zu

3y° _
=

3y2u’ =3z — 0

(~ Bernoullische Differentialgleichung mit o = —2). Definiere z(z) = y3(z), dann ist
2 (z) = 3y%(z)y'(z). Dann ist die obige Differentialgleichung fquivalent zu

2 =3x— =z,
T

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir z. Fiir eine partikuldre Losung machen wir
den Ansatz z,(t) = Cy2?%. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

) 3
20193 =3x — 301.T ré() 501 =1 Cl = 5

Also ist zp(t) = %xQ eine partikuldre Losung der linearen Differentialgleichung. Fiir eine
Losung der homogenen Gleichung machen wir den Ansatz zp(t) = ¥ mit v € R. Einsetzen
in die Differentialgleichung liefert

vt = _3gv 1 =00y = _3.

Also ist z(z) = 2z, + Cazp, = %mQ + Coz 73 fiir > 0 die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung mit der freien Konstanten Co € R. Durch die Anfangsbedingung z(1) = y3(1) =
—1 wird Cy = —% festgelegt.

Wir halten noch

fest. Damit ist

(o) = /) = {202 -

513

die auf I = (0, () eindeutige Losung des Anfangswertproblems. Wegen

g () = =2

ist sie nicht weiter nach links fortsetzbar. Eine Fortsetzung nach rechts miisste

y(wo) = lim y(x) =0

T—To—



leisten. Allerdings liefert das Einsetzen in die urspriingliche Differentialgleichung

2oy (z0)y (z0) —2§ + y*(20) = 0 = 20 = 0
—_——— ——

=0 =0

im Widerspruch zu g = {’/g . Also ist das obige y : I — R die eindeutige, nicht weiter
fortsetzbare Losung des Anfangswertproblems.

Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Riccatische Differentialgleichung. Eine
partikuldre Losung y, mit

Yp(z) =

fiir alle x € R kann man erraten. Setze z = y — y,. Dann erfiillt y genau dann die Differen-
tialgleichung, wenn

7=y -y,

= (¥ —yp) — Qe+ 1)y —yp)

= W=y +yp) — 2z +1)z(t)
= z2(z+2yy) — 2z +1)2(t)

= 22—2

erfiillt.

Dies ist eine Bernoullische Differentialgleichung. Fiir den Anfangswert gilt

2(0) = 9(0) ~ 3 (0) = 5 > 0.

Deswegen interessieren wir uns zunéchst fiir Losungen z > 0. Fiir solche darf man die
Differentialgleichung fiir z durch 22 dividieren und erhilt die dquivalente Gleichung

2 1
R T
22 * z
Definiere w(z) = ﬁ Wegen z > 0 ist w differenzierbar mit w'(x) = _5;((?) Die obige
Differentialgleichung lautet dann
w =1-w.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir w. Eine partikulére Losung w, = 1 ist leicht
zu erraten. Die allgemeine Losung wy, der homogenen Gleichung ist durch

wp(x) = Ce”

mit der freien Konstanten C' € R gegeben. Die allgemeine Losung der inhomogenen Glei-
chung lautet also w(z) = wp(x) + wp(x) = 1+ Ce®. Durch die Anfangsbedingung w(0) =
ﬁ = 3 wird C' = 2 festgelegt. Damit ist w(x) > 0 fiir alle x € R und

1 1

w(z) T 1+ 267’

z(x) = bzw. y(x) =yp(z) + 2(x) =z +

1+ 2e*

fir alle x € R. Das obige y ist die eindeutige, nicht weiter fortsetzbare Losung des ur-
spriinglichen Anfangswertproblems.



Aufgabe 5:
Sei v eine regulidre Raumkurve. Es gilt
(YOI () = 0

+ R ()L2

& hitr) L

dt

Dies ist eine spezielle Form der Differentialgleichung

fi(z,y)dz + fo(z,y)dy = 0.

Setze P(x,y) = fi(z,y) = 1+x2+y2 und Q(z,y) = fa(z,y) = HnyQ Untersuche die Differen-
tialgleichung auf Exaktheit: Es gilt
0Q —16xy

aj — —dry £ =% =

oy (1+a2+y?)? " 0x  (1+a%+y?)
fiir alle zy # 0. Also ist die Differentialgleichung nicht exakt.
Wir machen einen Ansatz fiir einen integrierenden Faktor u(z,y) = 14 22 4+ 32 > 0. Dann
gilt

0 0

0
3" Wz, y)P(x,y) = afy?x =0=5-8y= %u(w,y)Q(fv,y)

fiir alle (z,y) € R2. In der Tat ist also das obige p ein integrierender Faktor auf ganz R2.
Es gilt
/dex =2 + a(y), /8ydy = 4y* + 1 ().

Also ist F(z,y) = 2% + 4y? eine Stammfunktion von <g>

Damit erfiillt v genau dann die Skalarproduktbedingung, wenn F' o v konstant ist, also
n(t)? + (272(1)° = C* > 0.

Fir C # 0 ist dies die Gleichung einer Ellipse mit der groflen Halbachse C' und der kleinen
Halbachse . Also ist die Spur von « ein Stiick einer Ellipse.

Fir C =0 folgt v/(t) = 0 fiir alle ¢ € I. Damit ist v keine regulire Raumkurve.

Aufgabe 6:

Setze P(z,y) = tan(zy) + =y, Q(z,y) = 2%

(a) Es gilt
opP 9 oQ
(9 Oy — %
oy x(2 + tan®(xy)) # 2x 5

fiir xy # 0. Damit ist die Differentialgleichung nicht exakt.

(b) Einsetzen des Ansatzes p(z,y) = p(zy) in die Vertauschbarkeitsbedingung liefert

5y () eanay) 4 29) = 5 (uley)a)
& ap/ (zvy) (tan(zy) + zy) + zp(ey) (2 + tan’(zy)) = 2Pyp/(zy) + 2u(zy)e
&z (zy) tan(zy) + ap(ry) tan’(zy) = 0
< p'(zy) + tan(zy)pu(zy) = 0



Dies ist eine lineare Differentialgleichung in der Variablen z = xy fiir u. Wegen der An-
fangsbedingung y(1) = § interessieren uns z € (—g,%) > §. Eine Stammfunktion von

— tan ist durch

—/mmmh:—/““”m mQ“@/im:mmpmm%@)

cos(z)  da=—

1
sin(z)
auf (—g, %) 3 z gegeben. Damit ist

(1(z) = e Stz — og(z)

fir z € (—g, g) eine Losung der obigen Differentialgleichung. Da cos(zy) > 0 fiir (z,y) €

D= {(:c, y) €R?: |oy| < g}, ist p ein integrierender Faktor der urspriinglichen Differen-
tialgleichung auf der sternférmigen, offenen Menge D > (1, %) Da tan (g) nicht definiert
ist (urspriingliche Differentialgleichung), ist D tatséichlich maximal.

Sei P(x,y) = p(wy)P(x,y) = sin(zy) +ay cos(zy) und Q(z,y) = p(zy)Q(z,y) = cos(zy)z>.
Dann ist die Differentialgleichung

Pdz + Qdy =0
exakt und auf D zur urspriinglichen dquivalent.
Gesucht ist eine Stammfunktion von
P _ (sin(zy) + xy cos(zy)
(Q) () = < x2 cos(xy)

auf D. Es ist
Fla,y) = / Qla, y)dy = / 2 cos(ay)dy = zsin(zy) + ()

fiir alle (z,y) € D. Mit der Bedingung

oF

%(Cb‘,y) = P(.’E,y)

folgt ¢'(z) = 0, also etwa ¢ = 0. Damit ist F(x,y) = xsin(zy) eine gesuchte Stammfunk-
tion. Die Losungen des urspriinglichen Anfangswertproblems sind implizit durch

xsin(zy) = F(z,y) = F (1, %) = sin (%) = %

mit (x,y) € D gegeben.

Die implizite Form der Losung zusammen mit der Bedingung (x,y) € D liefert |z| > % Also
ist das grofite Existenzintervall jeder expliziten Losung des Anfangswertproblems gerade
1= (%, oo). Tats#chlich ldsst sich die implizite Gleichung fiir alle € I durch

(z) 1 ) 1
r) = —arcsin [ —
4 x 2x

nach y auflésen.



Aufgabe T7:

(a)

Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Bernoullische Differentialgleichung
(a = 2). Folglich (vgl. Abschnitt 23.3 der Vorlesung) erhilt man nach der Substitution
z =y~ = —L. die lineare DGL

y(z)

2 =—xz— 2.
Eine partikulédre Losung z,(t) = —1 ist leicht zu erraten. Die allgemeine Losung der homo-
genen Gleichung zj, ist durch

x2

zp(z) =Ce 2

mit der freien Konstanten C' € R gegeben. Die allgemeine Losung der inhomogenen Glei-
x2

chung lautet also z(z) = z,(x) + zp(x) = —1 + Ce” 2. Durch die Anfangsbedingung
2(0) = ﬁ = 1 wird C' = 2 festgelegt. Es gilt

H2)>06 —1+2F >0 —% > —1n(2) & |z| < V2In(2) := 0.

Also ist die Losung y der urspriinglichen Gleichung zumindest auf dem Intervall I =
(—zp, o) eindeutig und durch

1
W= " e

2e7 2 —1

fiir alle z € I gegeben. Wegen

lim y(zr)= lim y(x)= o0

T——x0+ T—To—
ist sie weder nach links noch nach rechts weiter fortsetzbar.
Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Bernoullische Differentialgleichung
(a = —%) Folglich erhilt man nach der Substitution z = y!=% = y% die lineare DGL

2 = iz—l— 1
3z 3z

Fiir eine partikuldre Losung machen wir den Ansatz z,(z) = C’lx% mit einer Konstante
C1 € R. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

21 4 1 4 6 4 2
Z;):Cl* +—x<§)0701:7<:>01:—.

- 0
3Yz 3 'Yz ' 3¥z 3 3 3

Fiir die allgemeine Losung z;, der homogenen Gleichung machen wir den Ansatz z,(x) =
Chz” mit einer freien Konstante Cy und einem v € R. Einsetzen in die Differentialgleichung

liefert - ‘
z;z(l‘) = 021/.%‘”_1 = _Jxv—l Czéel. L —

3 >0 3
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet also

S

2
2(z) = zp(x) + zp(x) = gZE% + Cox™ 3.
Durch die Anfangsbedingung z(1) = y% (1) =1wird Cy = % festgelegt. Damit ist offensicht-

lich z(z) > 0 fiir alle z > 0. Also ist die Losung y der urspriinglichen Gleichung zumindest
auf dem Intervall I = (0, 00) eindeutig und durch

y(z) = 21(z) = (; (xfg +2x§>>3



fiir alle z € I gegeben. Wegen

li =
Jip, vle) = o0

ist sie weder nach links noch nach rechts weiter fortsetzbar.

Bei der Differentialgleichung handelt es sich um eine Riccatische Differentialgleichung (vgl.
Abschnitt 25.5 der Vorlesung). Eine partikuldre Losung ¢ mit

¢(z) = e

fir alle z € R kann man erraten. Setze u = y — ¢ und z = % Dann erfiillt z die lineare
DGL

/ —_
7 =-3z—¢e".

Fiir eine partikuldre Losung machen wir den Ansatz z,(x) = Cie”*. Einsetzen in die
Differentialgleichung liefert

1
—Cie " =-3Cile*—e*=(C = —3
Die allgemeine Losung z;, der homogenen Gleichung ist durch
zp(z) = Ce™®

mit der freien Konstanten C' € R gegeben. Die allgemeine Losung der inhomogenen Glei-

chung lautet also z(z) = z;(z) + z(z) = —3e % + Ce™3*. Durch die Anfangsbedingung
z(0) = ﬁ = m = —2 wird C = —3 festgelegt. Damit ist 2(z) < 0 fiir alle z € R
und
1 —1 2
u(x) = = bzw. y(x) = ¢(z) +u(z) =" —

z(x) %e*x + %e*&’”? €% 4 3e 3

fir alle x € R. Das obige y ist die eindeutige, nicht weiter fortsetzbare Losung des ur-
spriinglichen Anfangswertproblems.

Aufgabe 8:
Setze P(z,y) = sin(x) + sinh(y), Q(z,y) = cosh(y).

()

Es gilt

oP 0Q
_— = h = —
oy cosh(y) # 0 Oz

fiir alle (z,y) € R?. Damit ist die Differentialgleichung nicht exakt.

Einsetzen des Ansatzes p(z,y) = p(z) in die Vertauschbarkeitsbedingung liefert

Son(@)(singa) + sinh(y) = 5 () coshly)
& cosh(y)m(z) = p/(x)cosh(y)
O @) = ).

Eine Losung dieser Differentialgleichung ist p(z) = e*. Wegen p(z,y) > 0 fir alle (z,y) €
R?, ist 4 tatsichlich ein integrierender Faktor auf der offenen, sternférmigen Menge D = R2.
Offensichtlich ist D > (%, O) maximal.

Sei P(z,y) = p(x)P(z,y) = e*(sin(z) + sinh(y)) und Q(z,y) = p(z)Q(z,y) = e” cosh(y).
Dann ist die Differentialgleichung

exakt und auf D zur urspriinglichen Gleichung dquivalent.



(c) Gesucht ist eine Stammfunktion von

(= (H255)

auf D. Sei (x,y) € R. Definiere « : [0,1] — R durch
x / x
v(t) =t <y> vt € [0, 1]. Dann v (t) = (y) vt € [0, 1].
Eine gesuchte Stammfunktion F' erhélt man durch
P L (e*tsin(at) 4 sinh(yt) x
F(ac,y) - /y (Q) -ds _/O < ext COSh(yt) ’ y dt
1
= / re™ sin(xt) + ze® sinh(yt) 4 ety cosh(yt))dt
0

1
= / ze® sin(xt)dt + [e* sinh(yt)];o = I; + " sinh(y).
0

=17
Auf das Integral I; wendet man den ,Phéniz aus der Asche “™an und erhilt
1 ) 1
L = / ze® sin(xt) dt = [e* sin(xt)],_ — / ze® cos(xt) dt
0 u‘, [ ]tfo 0 vu/ ——
v v

1
= €”sin(z) — [e™ cos(a;t)];o - /0 re™ sin(xt)dt = e (sin(x) — cos(z)) +1 — I

=1

i — 1
1 - emsm(a:) . cos(z) N :

Damit ist F': R? — R mit

F(x,y) = F(z,y) — % =e’ (sm(az)—zcos(x) + sinh(y))

fiir alle (z,y) € R? eine gesuchte Stammfunktion.

Die Losungen des urspriinglichen Anfangswertproblems sind implizit gegeben durch

e’ <sm(56)—2cos(a:) + sinh(y)> = F(z,y)=F (%, 0) =0.

(d) Die implizite Gleichung lisst sich fiir alle (x,y) € R? nach y auflésen. Man erhiilt

cos(z) — sin(m))

y(z) = Arsinh ( 5

fiir alle x € R.



Aufgabe 9:
Nach der Grundgleichung der Mechanik gilt

F = ma,

wobei F' die Summe aller auf das Teilchen einwirkenden Kréfte und a = © seine Beschleunigung
ist. Die einzigen wirkenden Kréfte sind die Gravitationskraft F;; = —mg und Fy. Nach Division
durch m liefert es die Differentialgleichung

0=—g— —uvly
m
mit der Anfangsbedingung v(0) = vg. Zunéchst versuchen wir die physikalischen Konstanten
aus dieser Gleichung zu eliminieren und betrachten
’U(t) == Clu(C’gt)
mit noch unbestimmten Konstanten C7,Cy > 0. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
. k
b(t) = C10/(Caot) = —g — chu(cgt) [u(Cat)|

k C
o u/(Cot) = —01902 - Eéu(cﬂe) lu(Cat)|.

Die Differentialgleichung ldsst sich also fiir

Ci m mg kg
CiCry=g9, =~ =—C =/-—,0=1/—
102 =9, Cy A 1 L2 m
zu
(1) = =1 = u(7) [u(7)|
vereinfachen. Die Anfangsbedingung lautet u(0) = & = vo mig =: .

Wegen des Betrages in der Differentialgleichung bietet sich eine Fallunterscheidung an.

e ug > 0: Dann interessieren uns zunéchst Losungen mit uw > 0. Fiir diese lautet die Diffe-
rentialgleichung
u = —(1+u?).
Dies ist (unter Anderem) eine Differentialgleichung mit getrennten Verénderlichen. Man
16st formal:

du 2
v _
- (14 u?)
du
1+u2 -
~ _ 1d
/ et =
:—[arctaﬂ(n)]z(:?m -7
u(r) = —tan(r — arctan(uo))

Da 1 + u? nie verschwindet, ist dies tatsichlich die eindeutig bestimmte Losung auf dem
maximalen Existenzintervall I = (arctan(ug) — %, arctan(ug) + 3 ). Die Bedingung u > 0

schriankt diesen aber auf Iy = (arctan(up) — 2,mrctan(ug)] ein. Um die Losung weiter
——

=:7T0
nach rechts fortsetzen zu konnen, miissen wir die urspriingliche Differentialgleichung fiir

negative u l6sen. Dies wird im néchsten Fall abgedeckt:



e uy < 0: Wir interessieren uns zunéchst fiir Losungen mit v < 0. Fiir diese lautet die
Differentialgleichung

u' = —(1—u?).

Auch diese ist wieder (unter Anderem) eine Differentialgleichung mit getrennten Verén-
derlichen. Man 16st formal:

du

P —(1-u?)
du
1w dr

~ / = /OTldsz

Hier wird wieder eine Fallunterscheidung nétig:

—1 < wug: Wir interessieren uns also zunéchst fiir Losungen —1 < w. Fiir diese
berechnet man das obige Integral zu

u(t) 1
T = - ——=dn
/uo L—n?
= —[Artanh(n)]“")
~u(r) = —tanh(r — Artanh(ug)).

Wegen tanh(R) = (—1,1), verschwindet 1 — «? nie und die obige Formel definiert

die eindeutig bestimmte Losung auf dem maximalen Existenzintervall J = R. Die

Forderung u < 0 schriankt diesen jedoch auf I; = (Artanh(ugp), 00) ein. Die Losung
—_——

kann weiter nach links durch den bereits behandelten Fall 210 = 0 fortgesetzt werden

(siche weiter unten).

up < —1: Wir kénnten eine Stammfunktion von 1} > auf (—oo, 1) bestimmen und
wie im letzten Fall vorgehen. Hier wird jedoch eine andere Losung vorgestellt.

Die Differentialgleichung ist (unter Anderem) eine Riccatische Differentialgleichung.
Eine partikulére Losung ¢ = —1 ist leicht zu erraten. Setze w = u — ¢ und f = %
Dann erfiillt f die lineare DGL

f=2f 1.

Dies ist eine lineare Differentialgleichung fiir f. Eine partikuldre Losung f,(7) = %
ist leicht zu erraten. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist durch
fn(7) = Ce?™ mit der freien Konstanten C € R gegeben. Die allgemeine Losung der
inhomogenen Gleichung lautet also f(7) = fp(7) + fh( ) = 3 + Ce?". Durch die
Anfangsbedingung f(0) := fo = + = wird C = ) festgelegt. Damit ist

w ~ wug+l

2(1+

= - 1 —_— T
f<T) 2( +1+UO€ >

10



die eindeutig bestimmte Losung der linearen Differentialgleichung auf dem maxima-
len Existenzintervall K = R. Die Forderung

fr) < 0
1 1-—
o (142} -
2 14+ ug
1 —
ST o
1+UO
——
<0
e (1—ug)e®™ > —(14u)
T > 1 1+ uo
T —In| — = T
2 1 — g 2

schrinkt diesen jedoch auf Iy = (72, 00) ein. Damit ist

2

1—up 27
1+ TTus©

u(t) =—-1+

die eindeutig Bestimmte Losung der Differentialgleichung fiir v auf dem Intervall Is.
Wegen lim;_,,,4 u(7) = —o0 ist sie nicht weiter fortsetzbar.

— ug = —1: In diesem Fall ist u(7) = —1 eine Losung des Anfangswertproblems. An-
genommen, es gibe eine weitere Losung @ mit u(7) # —1 fiir ein 7 € R. Dann ist
4 eine Losung der Differentialgleichung fiir u zusammen mit der Anfangsbedingung
u(7) = (7). Dieses Anfangswertproblem ist aber eindeutig losbar (siehe alle vorher-
gehenden Fille). Keine der Losungen nimmt je den Wert —1 an. Also ist @(0) # —1
im Widerspruch zur Annahme.

Wir resubstituieren und fassen die Ergebnisse zusammen: Fiir jedes vy € R ist das Anfangs-
wertproblem fiir v eindeutig l6sbar.

m . . . . 1 1+ MLUO .
e g < —/%: Das maximale Existenzintervall ist Jo = [ 5In [ ——=2— | ;00 |. Es gilt
(¥

2
o(t) = /29 —1 4
k L=/ 7g ¥ L
1+ 7,{9 eV m
144/ —"vg
mg
fiir alle t € Js.
® uy = — %: Das maximale Existenzintervall ist J; = R. Es gilt
mg
)= — /=2
o(t) = ==

fiir alle t € Jj.

o —, /% < vg: Das maximale Existenzintervall ist Jy = (to — g\/% , oo) mit

arctan (, / migvo) fiir vg > 0,
to =
Artanh (, /migvg> fir — /% <w <O0.

11



Es gilt

— tan < ha(t t0)> fiir t < 1o,
u(t) =

— tanh ( k¢ — to)) fiir ¢t > o
fir alle t € Jp.

Losungen fiir einige vg sind in der unteren Zeichnung skizziert.

v(t)

http://www.math.kit.edu/ianal /lehre/hm3phys2017w/
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